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AVANT-PROPOS 



En lisant la dernière édition du Cours d'analyse de M. Camille 
Jordan, j'ai été frappé de la façon magistrale dont y est exposée la 
théorie des fonctions elliptiques. Afin de mieux m'assimiler cette partie 
importante d'un ouvrage où tout est à méditer, j'en ai fait à mon usage 
un abrégé où je ne me suis pas interdit de faire entrer par ci par là 
des souvenirs d'autres lectures et aussi quelques idées personnelles. Ce 
travail achevé, il m'a semblé que d'autres que moi pourraient en tirer 
profit ; de là ce petit livre, où, ne cherchant pas à dissimuler la source 
à laquelle j'ai si largement puisé, j'ai conservé toutes les notations qu'a 
employées M. Jordan. 

L'étudiant qui pour la première fois ouvre un traité des fonctions 
elliptiques est souvent rebuté par la multiplicité des formules et l'abon- 
dance des calculs, dont il n'aperçoit pas toujours le but. Mettre en relief 
les idées principales, signaler nettement l'objet qu'on se propose, éviter 
les longues transformations algébriques qui ne servent qu'à le masquer, 
telle est la pensée qui a présidé à la composition de cet opuscule d'ailleurs 
purement didactique. 

Pour en alléger le plus possible le contenu, je n'ai pas hésité à 
sacrifier certains développements de la théorie, intéressants mais non 
indispensables pour la faire comprendre. Mon désir est d'être lu non 
seulement avec fruit, mais sans fatigue, par les candidats à la licence es 
sciences mathématiques, à qui je m'adresse plus particulièrement. 

1 er Octobre 1894. 



PREMIERE PARTIE 



GENERALITES 

CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 



CHAPITRE I 

DES PÉRIODES. 

Dans tout ce qui suit, nous supposons connus les principes de la théorie 
des fonctions d'une variable complexe, principes dont nous aurons soin, 
d'ailleurs, de rappeler l'énoncé d'une manière suffisamment nette chaque 
fois que le besoin s'en fera sentir. 

1. Définitions. — On dit qu'une fonction f(u) est périodique et admet 
la période 2uj, si elle satisfait à la relation 

f(u + 2co) = f(u). 

On peut se demander s'il existe des fonctions admettant un nombre 
quelconque de périodes. Nous allons voir qu'une fonction analytique 
uniforme ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. De là 
l'intérêt qui s'attache à l'étude des fonctions doublement périodiques. 

Nous appelons FONCTION ELLIPTIQUE toute fonction analytique 
uniforme doublement périodique, n'ayant pas d'autres singularités que 
des pôles. 

Une fonction elliptique f(u) n'a donc, dans le plan de la variable 
complexe u, aucun point essentiel à distance finie de l'origine. 

Expliquons le terme de périodes distinctes dont nous venons de 
nous servir. Si f(u) admet plusieurs périodes 2u),2u>', . . . , elle admet 
évidemment pour période toute quantité 

2muj + 2m ui + • • • , 

où m, m', . . . sont des entiers quelconques, positifs ou négatifs. 

Si toutes ces quantités sont différentes, on dit que les périodes 
2u>, 2u>', . . . sont distinctes. Quand les périodes ne sont pas distinctes, il 
existe entre elles une relation linéaire et homogène à coefficients entiers, 
puisque pour deux systèmes au moins de valeurs m\, m^, ... ; 1712, m' 2 , . . . 
attribuées aux entiers m, m' , . . . , on doit, par hypothèse, avoir 

2ui\ijj + 2?72 / 1 u; / + • • • = 2rri2UJ + 2m'2Ui' + • • • . 
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2. THÉORÈME. - - Une fonction analytique uniforme ne peut avoir 
plus de deux périodes distinctes, à moins de se réduire à une constante. 
Supposons que la fonction f(u) ait trois périodes distinctes 



2uj 



o 



+ pi, 1J = a' + (3'i, 



2co" 



a 



f3"i. 



Toute quantité 

Q = 2muj + 2m uo + 2m us 

= ma + m'a' + m" a" + {mj3 + m! j3' + 



loi , ™///3//^ 

m p 



est une période de f(u). 

Figurons, dans le plan de la variable complexe u, le point dont l'afnxe 
est Q. Ce point a pour abscisse ma + m'a' + m" a" et pour ordonnée 
m(3 + m'p' + m" (3". 

En donnant à chacun des entiers m, m', m" la suite des valeurs 
0,1,..., A;, on obtient évidemment (k + l) 3 périodes Çî. Chacun des 

points correspondants a une abscisse 
et une ordonnée moindres en valeur 
absolue que 

kM + kM + kM = SkM, 

M étant une limite supérieure des six 
quantités a, a', a", f3, f3' , f3" . 

Les (k + l) 3 points fl sont donc 
tous compris à l'intérieur d'un carré 
dont le centre est à l'origine et dont 
les côtés, parallèles aux axes, ont pour 
longueur 6A;M. 
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Donnons à fc la valeur 



n 



1. Les 



points Q sont au nombre de n 6 . Ils sont tous contenus dans un carré de 
côté 6(n — 1)M. On peut, par des parallèles aux axes, diviser ce carré en 



n 



6 autres de côté 



, 6(n 2 - 1)M 



■w- 
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Cela posé, si les périodes sont distinctes, les n 6 points 0, le sont aussi. 
Dès lors ou bien deux d'entre eux, au moins, tombent dans une même 
case ; ou bien il n'y a qu'un point par case, mais alors toutes les cases 
sont occupées. 

Dans tous les cas, il y aura deux de ces points, Q', Q", dont la distance 

est moindre, comme on le voit immédiatement, que le triple du côté 

. , 18(n 2 -l)M 

de chaque petit carre, c est-a-dire moindre que , quantité 

n à 
qu'on peut rendre aussi petite qu'on veut en faisant croître n. 

Mais la différence fl' — fl" est une période, et elle a précisément pour 

module la distance des deux points Q, 1 , Q". La fonction f(u) admet donc 

une période infiniment petite. Ainsi, dans toute région, les points pour 

lesquels la fonction analytique uniforme f(u) reprend la même valeur ne 

seraient point isolés, ce qui est impossible (à moins que f(u) ne se réduise 

à une constante). 

3. THÉORÈME. - - Une fonction analytique uniforme ne peut avoir 
deux périodes distinctes dont le rapport r soit réel, à moins qu'elle ne se 
réduise à une constante. 

Figurons dans le plan de la variable u les deux segments 2uoi,2uJ2, 

qui représentent les périodes. Puisque le 

2u 2 , , 

rapport = r est réel, les segments 

2a>i 

ont la même direction OU ou sont dans 
le prolongement l'un de l'autre. On peut 
toujours supposer r positif, sans quoi 
l'on prendrait pour période 2uj\ et —2uj2 
(qui est aussi une période), et l'on serait 
ramené à ce cas. 

Les points 2us\, 2uj2 sont alors d'un même côté de l'origine O. 

La différence 2ooi — 2u>2 = 2^3 est une période ; nous supposons que 
le terme soustractif 2^2 a le plus petit module ; sinon nous ferions la 
différence en sens inverse. Le point 2a>3 est alors situé sur la direction OU. 

Supposons mod. 2u% > mod. 2cj2 ; on fera la différence 2^3 — 2cJ2 = 
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2c^4 ; c'est une période, et le point 2c^4 tombe encore sur la direction OU. 

En opérant toujours de la même manière, on obtient une suite de 
points, tous situés sur la droite OU entre l'origine et le point 2a>i. 

Si ces points, où la fonction f(u) reprend la même valeur, sont en 
nombre indéfini, f(u) admet une période infiniment petite ; il faut donc 
qu'elle se réduise à une constante. 

S'ils sont en nombre limité, c'est que l'une des périodes 2uo' n à laquelle 
on arrive se confond avec une période déjà obtenue 2oo n . Mais il est 
évident, d'après la manière dont on les a formées, que ces deux périodes 
sont des fonctions linéaires, homogènes, à coefficients entiers, de 2u>i, 2o>2- 
Ces deux-ci ne seraient donc pas distinctes, ce qui va contre l'hypothèse. 

4. Parallélogramme des périodes. — La question se pose maintenant 
de diviser le plan de la variable complexe u en 
régions telles que, lorsque u décrit l'une de ces 
régions, la fonction doublement périodique f(u) 
prend toutes les valeurs qu'elle peut acquérir. 

A partir d'un point O' (qui peut être ou ne 
pas être l'origine O des coordonnées) portons 
deux droites représentant en grandeur et en 
direction les deux périodes 2ui\, 2u)2- — Ces deux 
droites font un angle qui n'est pas nul, d'après le 
théorème précédent. On peut donc sur ces deux droites construire un 
parallélogramme O'ACB ; ce sera le "parallélogramme des périodes. 

Ce parallélogramme est la région cherchée. Construisons 

en effet le réseau complet des parallélo- 
grammes égaux à celui-là, de manière à en 
recouvrir tout le plan. Les sommets de ce 
réseau seront les points 

O' + 2m\uJi + 2rri2UJ2. 

Un point quelconque U a pour homologue 
dans le parallélogramme O'ACB un point u 
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tel que 

U = u + 1m\iO\ + 2rri2<x>2- 

On a donc /(U) = f(u), ce qui prouve bien que toutes les valeurs que 
peut prendre f(u) se trouvent dans le seul parallélogramme O'ACB. 

Les éléments les plus intéressants du parallélogramme des périodes 
sont fournis par l'étude du rapport 

~~ 2cji ~ cti + pii "" af + /3^ r a? + /?? 

Le signe de la partie imaginaire s de ce rapport, signe qui d'ailleurs est 
celui de «i/?2 — &2/3i, va décider d'une question dont nous apprécierons 
par la suite toute l'importance : Quand on fait le tour du parallélogramme 
en s'éloignant du point O' suivant la ligne 2u>i, la circulation aura-t-elle 
lieu dans le sens direct ou dans le sens rétrograde ? 

L'argument du quotient de deux quantités complexes étant égal à 
l'excès de l'argument du dividende sur l'argument du diviseur, l'argument 
de r sera égal à l'angle ip des deux directions 2a; i, 2u;2, angle qu'on obtient 
par la rotation dans le sens direct d'une droite couchée d'abord sur 2ui\ 
et venant ensuite s'appliquer sur 2^2- 

2lo 2 



O' 2cjx 



Quand l'angle (p est plus petit que n, il est clair, comme le montre 
la première des deux figures ci-dessus, que la circulation autour du 
parallélogramme s'opère dans le sens direct ; elle se fait dans le sens 
rétrograde (2 e figure), lorsque (p est plus grand que ir. 

Or si l'on appelle p le module de r, on a 

r = p(cos ip + i sin ip) = r + si, 
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d'où l'on conclut : p sin ip = s ; c'est-à-dire que sin <p a le signe de s. Donc, 
quand on suit le contour dans le sens direct, ip étant plus petit que n, 
s est positif ; dans le sens rétrograde, s est négatif. 

Remarquons encore la signification intéressante du numérateur de 

ai #2 — «2^1 



al + pf ■ 

Si nous portons notre attention sur le triangle O'AB, qui est la moitié 
du parallélogramme des périodes, nous voyons que ses sommets O', A, B 
ont respectivement pour coordonnées (si l'on place l'origine en O') 

0,0; ai,/?i; «2,^2- 

Donc la surface de ce triangle a pour mesure 

-|ai/?2 - «2/?i|- 

Par conséquent |ai/?2 — «2/^1 1 représente l'aire du parallélogramme des 
périodes. 

5. Réseau des périodes équivalentes. -- En considérant le réseau de 
parallélogrammes construit sur les deux périodes 2a>i, 2u>2 , on est amené 
à se demander si on ne pourrait pas construire sur d'autres périodes un 
réseau ayant exactement les mêmes sommets que celui-là. 

Le problème consiste à chercher ces nouvelles périodes 2u[,2uJ2, 
équivalentes aux périodes données. 

Il y a une infinité de couples de périodes équivalentes. On obtient 
tous ces couples de la manière suivante. 

Posons 

2J X = 2au)\ + 26^2, 

a et b étant deux entiers quelconques premiers entre eux, et déterminons 
deux nouveaux entiers c et d (nécessairement premiers entre eux) par la 
condition 

ad — bc = ±1 
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(il y a une infinité de nombres c, d répondant à la question) ; puis posons 

2ol>2 = 2cu>i + 2du>2- 

Je dis que (2oo[, 2u) 2 ) est un couple de périodes équivalentes à 2u>i, 2u>2- 
En effet les formules 

2uj[ = 2au>\ + 2bu>2, 2uû2 = 2cuj\ + 2du>2 

montrent manifestement que tous les sommets du réseau R/ des périodes 
2uj[ , 2^2 se trouvent parmi les sommets du réseau R des périodes 2wi , 2^2- 
Mais ces équations, résolues par rapport à 2u>i, 2u>2, donnent, si l'on 
tient compte de ce que le déterminant ad — bc est égal à ±1, 

2cji = ±(2du[ - 2bu' 2 ), 2u 2 = ±(-2ao' 1 + 2aJ 2 ). 

Ces nouvelles formules, où les coefficients de oo^oo^ sont des entiers, 
prouvent que tous les sommets du réseau R se trouvent parmi les sommets 
deR'. 

Les deux réseaux ont donc exactement les mêmes sommets, c. q. f. d. 

L 'aire de chaque parallélogramme du nouveau réseau est égale à l'aire 
de chaque parallélogramme de l'ancien. 
En effet si l'on pose 

2loi = ai + Pii, 2oû2 = «2 + /?2«, 

2lu[ = ai + (3[i, 2uj' 2 = a 2 + feh 

l'aire du parallélogramme des nouvelles périodes est égale à 

\a'i(3' 2 - a ! 2$i\ = \{aai + ba2)(c(3i + dfo) - (cai + da2)(a(3i + bfo) \ 
= \(ad- bc)(ai(32 - /5ia2)| = |ai/?2 - /3ia 2 \, 

ce qui démontre bien que les mailles des deux réseaux sont équivalentes. 



CHAPITRE II 

TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ( x ). 

6. Enoncé du problème de la transformation. Une fonction 

elliptique f(u, 0)1,0)2) aux périodes 2di,2l)2 est connue en tout point 
du plan si l'on connaît la succession des valeurs qu'elle prend dans l'un 
des parallélogrammes construits sur ces deux périodes, par exemple, 
pour fixer les idées, dans celui qui contient l'origine. La succession de 
ces valeurs elle-même est complètement déterminée quand on se donne 
certains éléments en nombre fini. 

Ainsi f(u,o>i,o>2) est déterminée quand on se donne, à l'intérieur 
du parallélogramme en question, ses pôles, ses zéros, leur ordre de 
multiplicité, et de plus la valeur /q de la fonction pour u = (si cette 
fonction est finie à l'origine) ou, si l'origine est un pôle, la valeur C du 
terme constant dans le développement de la partie infinie (voir plus loin, 
f re partie, ch. III, 13). 

Si la position des zéros et des pôles ainsi que la valeur /o (ou C) sont 
des fonctions données des périodes, on peut se demander quelle relation 
existe entre f(u, u)\, 0)2) et la fonction f(u, o>[, o> 2 ) aux périodes 2u)[, 2uj' 2 
liées à 2u>i, 2u)2 par les relations à coefficients entiers 

2u)i = 2ao>[ + 2bu)' 2 , 2u 2 = 2co)[ + 2do>' 2 . 

C'est dans la recherche de cette relation que consiste le problème de la 
transformation des fonctions elliptiques. Nous verrons plus loin (2 e partie, 
ch. IV, 39) que f(ui,o>i,o>2) est liée à sa transformée f(ui,o>[,0)' 2 ) par 
une équation algébrique. 

6 bis. Transformation du premier degré. -- Lorsque le déterminant 
ad — bca, pour valeur ±1, c'est-à-dire lorsque la substitution d'un couple 



( ) On peut, dans une première lecture, sauter ce chapitre, dont la place naturelle 
nous a semblé être immédiatement après l'étude des périodes et des réseaux. 
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de périodes à l'autre conserve les sommets du réseau, la transformation 
est du premier degré. 

Il y a des fonctions elliptiques que n'altère pas la transformation 
du premier degré. Telle est celle que Weierstrass a nommée pu. Cette 
fonction pu a, à l'origine, un pôle double, sans résidu, avec l'unité pour 
coefficient du terme de degré —2 ; elle n'a pas d'autre pôle à l'intérieur du 
parallélogramme des périodes qui contient l'origine, enfin la différence 

pu ~ s'annule avec u. Ces conditions, comme nous le verrons, suffisent 

u l 
pour déterminer pu. Or pu conserve sa valeur au point u lorsqu'on change 

les périodes en gardant les sommets du réseau. C'est une propriété dont 

ne jouissent pas les fonctions elliptiques autrefois introduites dans la 

science par Abel et Jacobi, et c'est là un des avantages de la fonction pu 

sur ces anciennes fonctions. 

7. Transformations d'un degré quelconque. — Lorsque le déterminant 
ad — bc est égal, en valeur absolue, à un entier n, on dit que la 
transformation est de degré n. Quand n est plus grand que 1, le problème 
de la transformation peut être simplifié : au lieu d'effectuer d'un coup la 
transformation la plus générale du degré n, on obtient le même résultat en 
effectuant successivement quatre transformations beaucoup plus faciles. 

La première de ces quatre transformations consiste à conserver l'une 
des périodes et à remplacer l'autre par la teme partie de sa valeur, étant 
le plus grand commun diviseur de a et de b. 

La deuxième transformation est du premier degré. 

La troisième aussi. 

La quatrième consiste à remplacer l'une des périodes par la n Heme par- 
tie de sa valeur f n' = — J en conservant l'autre période. 

Démontrons tout ceci. 

Si a' , b' sont les quotients (nécessairement premiers entre eux) de 
a, b par leur plus grand commun diviseur 6, la transformation proposée 
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pourra être mise sous la forme 

= 9a . u>[ + Ob' . u>2, 
= CUJi + du>2i 

et, si l'on pose — = Çl\, L02 = ^2, celle-ci pourra être remplacée par les 

9 
deux suivantes effectuées l'une après l'autre 

(1) h'™ 1 ' et (1') 



La transformation (1) est la première des quatre transformations 

u>i 
annoncées ; on y conserve la période u>2 et l'on y remplace io\ par — . 

9 
II nous faut maintenant décomposer en trois autres la transforma- 
tion (1') au déterminant 

, , ad — bc n . 

a a — b c = — = — = n . 

9 9 

Tous les sommets du réseau Se des périodes 2fli,2fl2 se trouvent 
parmi les sommets plus nombreux du réseau R/ des périodes 2uj[,2uj2- 
Mais nous allons montrer que, sur la direction 2f2i, ne se trouve aucun 
sommet de R' autre que ceux qui appartiennent déjà à Se. Ce fait 
important résulte de ce que a' et b' sont premiers entre eux. 

En effet, si l'un des sommets du réseau R' est à l'origine (ce qu'on 
peut toujours supposer), tous les autres sont compris dans l'expression 
2aoj' 1 + 2l3oj2 où a et (3 sont des entiers. S'il y avait q de ces sommets sur la 
direction 2fl\ entre deux sommets consécutifs du réseau 3ê, l'expression 
de tous ces sommets serait - 2fii , et comme fl 1 = a'uj\ + b'cui, , il existerait 

q 

des valeurs entières a, (3 pour lesquelles on aurait 

/ . a 1 P a ' t . P b ' 1 

au-* + pcuo = — u>i H ujn. 

q q 
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Or ceci est impossible, car si l'on prend p premier avec q, comme a' et b' 

pa' pb' „ 

sont premiers entre eux, les nombres — , — ne peuvent être i un et 

q q 

l'autre des entiers. 

Ce point acquis, conservons la période 2fii, que nous appellerons 20i, 
et associons-lui une nouvelle période 2O2 de façon à conserver les sommets 
du réseau Se. Les formules de transformation devront être 




(2) 



pour que le déterminant de la transformation soit égal à 1. 

Cherchons maintenant à déterminer la direction O2 de telle façon 
que, si nous substituons à 2u[,2u>2 deux nouvelles périodes 20^,20^ 
ayant respectivement les mêmes directions que 20i,2Û2, les sommets 
du réseau R/ soient conservés. Les formules de transformation seront 

(3) < / , / aq-bp = l. 

[0 2 =puj 1 +quj 2 , 

La première de ces relations résulte de ce que, les deux réseaux ai et R/ 
ayant les mêmes sommets sur la direction 20 1, on doit avoir 20^ = 20 1. 
Or 

Oi = fii = a 00 + b ui . 

Enfin la coïncidence des deux directions 20i et 20^ et celle des deux 
directions 2O2, 20 2 s'exprimeront par les équations 



(4) 



Tout ceci entraîne des équations de condition entre les inconnues 
fj,,p,q,X, et ces équations devront pouvoir être résolues en nombres 
entiers par rapport à ces quatre lettres. 
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Par la seconde des formules (3), 2 se trouve exprimé en fonction de 
uj[,uj' 2 . 

Exprimons O2 au moyen des mêmes périodes. Des relations (2) et (1 ; ) 
nous tirons 

O2 = ^2 — fJ-^i = {cu>[ + doj'2) — /j,(a'u)[ + b'uj'2). 

Substituant dans la dernière formule (4) ces expressions de O2, 2 , 
on a 

(cu>[ + duj'2) — fi(a'u}[ + b'u'2) = X(poo[ + <?w 2 )- 

Les périodes 2u[, 2a> 2 ne pouvant être liées par une relation linéaire 
et homogène à coefficients entiers, il faut que l'on ait 

c- fia = Xp, 

. avec a q — p = 1. 

d — fxb = Xq, 

Ce sont là trois équations qui doivent livrer des valeurs entières pour 
A, fi,p, q. Eliminant yU entre les deux premières, on trouve 

X(aq — bp) = a' d — b'c, 

c'est-à-dire A = n'. 

La première équation donne alors 

c — n'p c — (a'd — b'c)p c(l + b'p) 

ii = — = -, = -, pd 

a a a 

= c — : — pd = cq — dp. 
a' 

On trouve bien pour p une valeur entière. 
Enfin p et q ne sont assujettis qu'à la condition 

a'q — b'p = 1 

vérifiée par une infinité de nombres entiers. 
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Résumons- nous et concluons. 

On veut effectuer sur la fonction elliptique f(u) la transformation 
générale du degré n 

ui\ = au>i + hu>2-, 
ll>2 = cuj 1 + do>2> 

c'est-à-dire qu'on cherche la relation entre f(u, u>i, 0J2) et f(u, u>[,oo 2 )- 
On commencera par faire la transformation particulière de degré 9 



(1) 



c'est-à-direqu'onchercheralarelationentre/(-u,u;i,u;2)et/('U,Qi, Q2) = 

/ ( u, — -,U2 ) ; 9 est le plus grand commun diviseur de o et b. On 

déterminera les quotients a' , 6' de a, 6 par ; on prendra deux nombres 
p, q assujettis à la condition 

a'q — b'p = 1, 

et l'on calculera le nombre \x = cq — dp. 

Cela fait, on effectuera la transformation du premier degré 





(2) 



qui donnera la relation entre f(u, Qi, Q2) et f( u j Oi, O2). 
D'autre part, on fera la transformation du premier degré 

<3) {-.-"'ifi' 

= puJ 1 + qu) 2 . 
On aura ainsi la relation entre f(u, u[, a> 2 ) et f(u, 0' 1; 2 ). 
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Enfin, on réalisera la transformation particulière de degré n' 

{ 2 = n 2 , 
qui fournit la relation entre f(u, Oi, O2) et 

/(tt,Oi,0 , 2 ) = /(«,Oi,^. 

En rapprochant les résultats de ces opérations, on aura la relation 
cherchée entre f(u, u>i,u>2) et f(u, u>[, u; 2 ). 

Ainsi se trouve justifié tout ce que nous avions annoncé. 

Le problème est particulièrement simple pour la fonction pu. Nous 
avons dit en effet qu'une transformation du premier degré ne change pas 
la valeur de cette fonction. On a donc 

p(w,Qi,Q 2 ) = p(w,Oi,0 2 ), 
p(u, J X ,J 2 ) = p(u, Oi, 2 ). 

Nous établirons dans la suite que, si l'on divise une des périodes par 
un entier u, la nouvelle fonction pu est une fonction rationnelle R^ de 
degré v de l'ancienne. Par conséquent, 

p(u, fil, fï 2 ) = p \U, —, UJ2) = R# [p(u, U>l,U>2)] , 

p(w,Oi,0' 2 ) = p (w,Oi,— * J = R n /[p(w,Oi,0 2 )]; 

c'est-à-dire, en vertu des relations qui précèdent, 

p(u, Oi, 2 ) = R<2 [p(u, u}\, W2)] , 
p(u, wi, w 2 ) = R n , [p(«, Oi, 2 )] ; 

d'où résulte manifestement que p(w,a;^,ci; 2 ) est une fonction rationnelle 
du degré n'9 = n de p(w, cui, u> 2 ). 
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Nous avons donc réduit le problème général de la transformation de 
la fonction pu au problème de la division des périodes de cette fonction, 
problème que la suite de la théorie nous enseignera à résoudre. 



CHAPITRE III 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES FONCTIONS 
ELLIPTIQUES. 

8. THÉORÈME. - - Une fonction elliptique entière se réduit à une 
constante. 

Car son module reste fini dans un parallélogramme des périodes et, 
à cause de la périodicité, dans tout le plan. Or une fonction analytique 
uniforme dont le module reste partout fini se réduit nécessairement à une 
constante. 

9. Théorème. — La somme des résidus d'une fonction elliptique f(u) 

par rapport aux pôles situés dans un parallélogramme des périodes est 

égale à zéro. 

Car cette somme est, d'après un théorème général de Cauchy, 
1 f 
égale à l'intégrale — : / f(u) du prise dans le sens direct autour 

du parallélogramme. Or cette intégrale est nulle, car deux éléments 
différentiels f(u) du, qui correspondent à deux points homologues sur 
deux côtés opposés, sont égaux et de signe contraire. 

10. Ordre d'une fonction elliptique. — Uordre d'une fonction ellip- 
tique est le nombre des pôles qu'elle possède dans un parallélogramme 
des périodes, un pôle multiple comptant pour autant de pôles qu'il y a 
d'unités dans son degré de multiplicité. 

Cet ordre est au moins égal à 2. -- Car si la fonction n'avait qu'un 
pôle simple, le résidu correspondant à ce pôle étant différent de zéro, la 
somme des résidus ne serait pas nulle. 

11. THÉORÈME. - - Si une fonction elliptique f(u) est d'ordre n, 
l'équation f(u) = c, où c est une constante quelconque, a, dans le 
parallélogramme des périodes, n racines (égales ou inégales). 

Car les pôles de la fonction f(u) — c, étant les mêmes que ceux de f(u) , 
sont au nombre de n. D'autre part, si m désigne le nombre des racines de 
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l'équation 

f(u) - c = 0, 

la différence m — n est égale, comme nous l'apprend un théorème de 
Cauchy, à l'intégrale 

1 t ™ * 



2vri J f(u) — c 



prise dans le sens direct autour du parallélogramme. La fonction 

étant périodique comme /(w), cette intégrale est nulle. Donc m = n, 
c. q. f. d. 

12. THÉORÈME. — Dans un parallélogramme des périodes, la somme 
des zéros d'une fonction elliptique est égale à celle de ses pôles, augmentée 
d'une période convenable. 

Car la différence entre la somme j3\ + /3 2 + • • • de ces zéros et la somme 
a\ + «2 + • • • de ces pôles est donnée (Cauchy) par l'intégrale 

a a / N 1 f U f'( U ) , 

Pi + fo + (ai + a 2 + . . . = — / ^tV rfw 

2m J f(u) 

prise dans le sens direct autour du paral- 

B u + 2uj 2 C lélogramme. 

uf'iu) 
Si pour un instant on désigne 




-m + 2wi par F(-u) et que dans l'intégrale J F (m) du 
on groupe deux par deux les éléments 
O' u A correspondants sur les côtés opposés, on 

aura 

F(u)du= [F(u)-F(u + 2u 2 )]du- [F(«) - F(« + 2wi)] du. 
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Or 

P(« - F « + 2 ^2 = « ttt " « + 2^ 2 j ) 2 > = -2uj 2 L}-L, 

f(u) f{u + 2u 2 ) f{u) 

F(«) - F(« + 2^) = « ^M _ (u + 2wi ) {) u+ ^ = -2c* //(M) 



f(u) ' " f(u + 2ou 1 ) ~ f(u) 

Il en résulte 



/ 



■0 , +2uj 1 eu \ />0'+2w 2 fit \ 

F(u)du= -2uj 2 I J -^du + 2co 1 J -r F J -du. 

~ o' f( u ) Jo> f( u ) 



£l / \ 

Mais, reprenant la même valeur aux deux limites O', O' + 2uj\ (ou 

du, doit ou 
f( u ) 
bien avoir repris la même valeur ou s'être accru d'un multiple de 2iri. Par 

suite 

/ F(w) du = —2u>2 ■ 2m2vri + 2o>i . 2miiri. 

f uf'iu) 
Cette valeur de JF (| ,)*,, c'est-à-dire de J — A,, S ub stl tuée 

dans la formule qui exprime la différence 

01 + /? 2 + (ai + a 2 + ■ ■ ■ ) 

donne finalement 

01 + /?2 H (ai + a 2 + . . . ) = 2micoi - 2m 2 w 2 , 

ce qui démontre notre proposition. 

13. THÉORÈME. ■ Une fonction elliptique est déterminée à un 
facteur constant près par ses périodes, ses pôles et ses zéros donnés avec 
leur degré de multiplicité. 
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Car si deux fonctions elliptiques f(u) et <p{u) ont les mêmes périodes, 

f ( \ 

les mêmes pôles et les mêmes zéros, leur quotient — -— , étant nécessai- 

cp{u) 

rement une fonction elliptique entière, se réduit à une constante C. On a 
donc 

f(u) = Ccp(u). 

14. THÉORÈME. - - Une fonction elliptique est déterminée à une 
constante additive près quand on donne ses périodes, ses pôles et le 
développement de sa partie infinie autour de chacun d'eux. 

Car si f(u) et <f(u) sont deux fonctions elliptiques ayant mêmes 
périodes, mêmes pôles et même partie infinie autour de chaque pôle, la 
différence f{u) — ip(u), qui est une fonction elliptique entière, doit se 
réduire à une constante C. On a donc 

/(«) = ¥>(«) + c 

Jusqu'ici nous avons admis l'existence des fonctions elliptiques. Il 
nous reste à prouver cette existence, et nous ne pouvons le faire qu'en 
construisant de pareilles fonctions. 



DEUXIEME PARTIE 



LA FONCTION pu 



CHAPITRE I 



CONSTRUCTION ET PROPRIETES DE LA FONCTION pu. 

15. Construction de pu. -La plus simple de toutes les fonctions 
elliptiques a été réalisée par Weierstrass. Elle est du second ordre ; elle a 
un pôle double sans résidu à l'origine et par conséquent en tous les points 

w = 2miuj\ + 2m,2Uj2, 

2uji,2oj2 désignant les périodes données; dans le voisinage du pôle w, 

sa partie infinie se réduit à -~ . Nous savons maintenant que ces 

(u — w) 

conditions déterminent la fonction cherchée pu à une constante additive 
près. On réalise cette fonction au moyen de la série à double entrée 



pu 

u 



72 + E 



1 1 



(u — w) 2 w' 



Les termes constants — ~ ont été retranchés des termes -^ pour 



où la sommation s'étend à tous les systèmes de valeurs entières attribuées 
à m\ et à m% le seul système m\ = ra^ = excepté. 

-^ ont été retranchés des termes 

w 1 (u — w) 

rendre la série convergente, comme nous allons le montrer. 

Admettant provisoirement cette convergence, nous voyons que le 
développement admet les deux périodes 2oji et 2oj2, car le changement 
de u en u + 2uj\ ou u + 2u>2 n'a d'autre effet que d'en permuter les termes. 

La série qui définit pu est absolument et uniformément convergente 
dans toute région du plan qui ne contient aucun des points w = 
2m\u)\ + 2ui2ijJ2- En effet le terme général peut être écrit 

o u2 
1 1 _ 2uw - u 2 _ 2u ~ ~ 1 



(u — w) 2 W 2 W 2 (u — w) 2 (^ W\ 2 w' %i 
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Le terme qui multiplie — ^ a un module fini en tous les points autres 

w 6 
que les points w. Il suffit donc d'établir la convergence absolue de la 



ie 2_. — ô ou plus généralement de 



série 

' w 



J—^ «h. 






lorsque À est un nombre réel plus grand que 2. 

Or la série des modules des différents termes a pour terme général 

1 



A ' 

[(«irai + a^rai) 2 + {j3\m\ + /^ttt^) 2 ] ^ 

ai,«2 désignant les parties réelles et /?i, /?2 les parties imaginaires 
de 2u>\, 2cJ2- 

Celle-ci sera convergente en même temps que la série plus simple 



E^ 



car, si l'on pose — = /j, le rapport des termes correspondants ne dépend 

7771 

que de \x et ce rapport 

(ai + a 2 fi) 2 + (/3i + /3 2 //)' 
1+/7 2 

ne devient jamais, quel que soit /j, ni nul ni infini. 

Nous sommes donc ramenés à étudier la série double S. En laissant de 
côté les valeurs négatives de mi, 7772, nous pouvons la considérer comme 
la somme de quatre autres : la première, simple, comprenant tous les 
termes où 777 1 = ; la deuxième, simple aussi, formée de tous les termes 
où 7772 = ; la troisième, double, formée de tous les termes où 7772 > rai ; 
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la quatrième, double, formée de tous les termes où m\ > 7772 ; en sorte 
que 

+00 +00 mi—OO m 2 =oo 

S = £A + £A + E E — — â 

1 m l 1 m 2 mi = l m 2 =m 1 (ml + ml) 7 2 

7B2=00 77IX=00 

£ E 



2 jl ,„2<^" 



Par raison de symétrie la première et la seconde de ces quatre séries 
sont égales entre elles, la troisième et la quatrième aussi égales entre elles. 

D'ailleurs la première série est, on le sait, convergente pour A > 1. 

Nous n'avons plus à étudier que la troisième série, qui est double. 
Occupons-nous d'abord de la série simple 

m,2~oo 



E 



où m\ est fixe. Son terme général est inférieur à — =-. Or la série dont 

77^2 

le terme de rang 7772 — m\ est — =- a une somme de même ordre que 

771-2 

f°° dx 
l'intégrale / — j- (règle de Cauchy). Comme A doit être plus grand 

que 1, cette intégrale a pour valeur 7 — T . On peut donc écrire, 

A - 1 m *- J 

K étant un nombre fini, 



777-l 



m 2 =oo 

E^? 9VT < K 



(raf + m£) A mi x 

m2=ï7ix i z 1 

Il faut maintenant donner à 777 1 toutes les valeurs entières de 1 à l'infini, 
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et faire la somme des quantités ainsi obtenues ; on aura 

7714=00 7772=00 777X=00 

7771 = 1 777,2=777x v 1 * ' m\ = \ 1 

Mais la série qui figure au second membre converge pour A — I > 1, 
c'est-à-dire pour A > 2, c. q. f. d. 

La convergence absolue de la série pu en tout point u qui ne coïncide 
pas avec un des points w se trouve ainsi établie. La série est de plus 
uniformément convergente, car nous avons ramené la question de sa 

convergence à celle de la convergence de la série } — ,, laquelle a ses 

z — ' w à 
termes indépendants de u. 

16. Double périodicité de pu. — Parité. — Homogénéité. — Invariance 
dans toutes les transformations du premier degré. — 1° Nous avons déjà 
mis en évidence la double périodicité de pu. Les deux périodes sont 
2u>i, 2u>2- 

2° La fonction pu est paire. Car, dans la série qui la représente, nous 
avons le droit d'écrire —w au lieu de w, ce qui ne fait qu'échanger les 
termes deux à deux. Si alors nous changeons u en — u, nous obtenons 



P("«) = (=^2 + £ 



(— u + w) 2 (—w) 



expression visiblement identique à pu. 

3° Considérée comme fonction des trois quantités u, 2u>i, 2^2, pu est 
homogène et de degré —2. 

4° Construisons deux fonctions pu : l'une p(u,u>i,uJ2) aux périodes 
2u>i, 2u)2 ; l'autre p(u, ui[, u)' 2 ) aux périodes 2u' Xl 2uj' 2 liées aux précédentes 
par les relations 

2uj 1 = a . 2oo\ + b . 2u>2, 2lj 2 = c . 2u>\ + d . 2uJ2, 

où le déterminant ad — bc est supposé égal à ±1. Nous avons vu (l re partie, 
ch. I, 5) que le réseau des périodes 2u^,2u;2 a exactement les mêmes 
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sommets que celui des périodes 2u>i, 2u>2- Or il est évident que la valeur de 
la série pu en un point u du plan ne dépend que des sommets du réseau ; 
car si l'on change les périodes en conservant les sommets, les quantités w 
ne font que se permuter ; donc 

p{u,u[,J2) = p(u,UJi,UJ2). 

Ainsi se trouve établi l'important résultat que nous avons annoncé 
(l re partie, ch. II, 6) : pu reste invariable pour toute transformation de 
degré 1 . 

17. Développement de pu suivant les puissances de u. -- Les pôles 
de pu sont les points 

u = w = 2m\uJi + 2rri20J2- 

Ils sont doubles. Aux environs de u = 0, on a 

1 1 1 / u\-2 1 2n 3m 2 Au' 



(u — w) 2 w 2 w 2 V w' w 2 m; 3 w 4 w 5 

Faisons la somme pour toutes les valeurs de w ; remarquons que les 
puissances impaires de u doivent se détruire ; enfin, posons pour abréger 

c i = 3>.— > c 2 = 5 >. _ 6' ■■■! 

nous obtiendrons l'important développement 

pu = -^ + c\u 2 + C2"U 4 + • • • 

valable pour tout point u compris dans tout cercle ayant l'origine pour 
centre et un rayon moindre que la distance de ce centre au pôle le plus 
voisin. 

Observons que ce développement manque de terme constant. Dans le 
voisinage d'un pôle quelconque w, le développement de pu est 

pU = rrr + C\(U - W) 2 + C2(u - w) A + 

[u — w) z 
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Cette nouvelle forme donnée à la fonction pu montre immédiatement 
que c'est une fonction analytique. 

18. Equation algébrique entre pu et sa dérivée. — Nous avons 

pU = —~ + C\U 2 + C2"U 4 + • • • , 

u z 

p U = —s- + 1c\U + 4C2"U + . . . . 

u à 
On voit que la fonction elliptique 

p' 2 u - 4p s u = -20ci -^ - 28c 2 + . . . 

a un pôle double, sans résidu, à l'origine ; elle ne peut d'ailleurs en avoir 
d'autre dans le parallélogramme des périodes qui contient l'origine. Par 
conséquent p' 2 u — Ap^u + 20c\pu est une fonction entière, et comme 
c'est une fonction elliptique, elle se réduit à une constante — 28c2 (qu'on 
obtient en y faisant u = 0). Finalement on a 

p' 2 u - Ap 3 u + 2Qcipu + 28c 2 = 0. 

Telle est l'équation algébrique qui lie pu à sa dérivée, et à laquelle on 
donne une forme plus commode pour les calculs, en posant 



£ 2 = 20 Cl = 60V— , 
*-^ m; 4 

£3 = 28c 2 = 140V^, 

ce qui permet d'écrire 

Pu = 4 P« - 92pu - gs- 
Tout ce qui va suivre nous montrera l'importance de cette relation. 
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19. Calcul des coefficients du développement de pu. — La différentia- 
tion par rapport à u des deux membres de l'équation précédente donne, 
après suppression du facteur 2p'u, 

Pu = ®P - 2 92- 
Si l'on substitue dans cette dernière relation le développement 

pu = —^ + c\u 2 + C2"U 4 + • • • , 

l'identification des termes en u 2n ~ 2 donnera 

6 / X 

{C\C n -2 + C 2 C n -3 + ...), 



n{2n — 1 ) — 6 

le dernier terme entre parenthèses étant cn_ 1 cn ou -c 2 n _ 1 suivant 

que n est pair ou impair. Cette formule récurrente permet d'exprimer 
C3, C4, . . . par des polynômes entiers en C\,C2- 

Tous les coefficients du développement de pu sont donc des polynômes 
entiers en g2, gs . 

20. Les trois racines e\, ei, &z- — Une raison de symétrie nous amène 
à introduire une troisième période 2oj% liée aux deux périodes 2ui,2uj2 
par la relation 

U>\ + U2 + W3 = 0. 

Posons 

puji = ei, puj 2 = e 2 , puJs = e 3 . 

Ces trois nombres e\,e2, e^ sont les racines de l'équation du 3 e degré 

4p 3 - g2p -#3 = 0. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'ils annulent p'u. Or p'u étant 
doublement périodique et impaire, puisque pu est paire, on aura par 
exemple 

p'uJi = p'(uji - 2wi) = p'(-uji) = -p'ui = 0, 

c. q. f. d. 
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Les trois racines ei, e 2 , e3 sont distinctes, si, comme nous le supposons, 
u>i,u>2 et par suite 0J3 ne sont pas des périodes. Car si e% par exemple 
était égal à ei, on aurait pu^ = pu>i, d'où 

a>3 = ±u>i + période ou uo^ =p u;i = période, 

ce qui n'est pas, car W3 + u>i = — kJ 2 , et 0^3 — ^1 = — %j\ — 002; or 
— 0J2 et — 2a>i — cu 2 ne sont ni l'une ni l'autre des périodes. 

Les quantités e\, e 2 , e%, d'après les relations qui les définissent 



pjj\ 





1 
_(u>i — w) 2 


1 

w 2 



pLÛ2 = • • • , PUJ2, 



sont homogènes et du degré —2 par rapport aux périodes. 

Elles satisfont aux relations 

1 1 

ei + e 2 + e 3 = 0, eie 2 + e 3 e 2 + e 3 ei = -- g 2 , eie 2 e 3 = -g s . 

21. Invariants de pu. — Lorsqu'on change les périodes en conservant 
les sommets du réseau, les coefficients g2,gs, d'après leur définition 
(ci-dessus, 18), conservent leur valeur. Ce sont des invariants du réseau 
dans toute transformation du premier degré. 

Deux autres invariants sont à considérer : 

1° Le discriminant 

A = 16(ei - e 2 ) 2 (e 2 - e 3 ) 2 (e 3 - ei) 2 = g\ - 11 g\. 

Il n'est jamais nul puisque les racines ei,e 2 ,e3 sont distinctes. Il est 
d'ordre —12 par rapport aux périodes ; 
2° L'invariant absolu 

J " A' 

U2 

Il est d'ordre zéro, et par suite il ne dépend que du rapport r = — 

u\ 

a + br 

des périodes. Il reste invariable si l'on change r en (ad — bc = ±1). 

c + dr 



CHAPITRE II 

LA FONCTION pu DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

22. Position du problème. - - Nous avons vu que la fonction pu 
satisfait à une équation différentielle 

d p\ 2 A 3 

-r) = 4p - g 2 p - 53, 
au J 

dont les coefficients constants g 2 , gs, qui vérifient l'inégalité 

A = gl - 27g 2 3 ± 0, 

peuvent être calculés au moyen des périodes 2u>i, 2u>2- 

Inversement, donnons-nous a priori l'équation différentielle 

dz \ ,3 

— ) = Az - g 2 z - g 3 . 

au J 

Nous allons montrer qu'elle admet pour intégrale particulière une 
fonction pu dont nous déterminerons une période en fonction de g 2 ,g3- 

Figurons dans le plan de la variable complexe z les trois racines 
ei, e 2 , e3 de l'équation 

Z = 4z 3 - g 2 z -gs = 0. 

Elles sont distinctes, car nous supposons 

g s 2 - 21 g\ î 0. 
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31 




Nous les avons numérotées dans l'ordre où on les 
rencontre en tournant dans le sens direct autour du 
triangle eie2e3. 

Partons d'un point quelconque zq. En ce point 
le radical a deux valeurs égales et de signe contraire 
+\/Zô et — \/Zô. 

D'après le théorème fondamental de la théorie 
des équations différentielles, il existe une fonction analytique z de u qui 

satisfait à l'équation 

dz 

du 



et qui pour u = uq se réduit à zq, le radical vZ prenant en même temps 

la détermination +\/Zq par exemple (uq est donné arbitrairement). 

Si l'on marque le point uq dans le plan de 
la variable complexe -u, la fonction z de u sera 
uniforme et continue dans un cercle décrit du 
centre uq avec un rayon po Q ue 1 & théorie enseigne 
à calculer. 

On peut déterminer de proche en proche la 
valeur que prendra cette fonction z en un point 
quelconque u' joint au point uq par un chemin L. 
Il suffit de calculer la valeur z' que prend z 
en un point u' situé à la fois sur L et dans 
le cercle de rayon po- Le théorème fondamental 
que nous venons de rappeler prouve l'existence 
d'une fonction z se réduisant à z'q pour u = u' , 
uniforme et continue dans un cercle de centre u' 

et de rayon p . Il est clair qu'en procédant ainsi de proche en proche, 

on arrivera jusqu'au point u' avec une valeur bien déterminée z' de la 

fonction. 

Le raisonnement tomberait en défaut si les rayons po, Pq, . . . tendaient 

vers zéro , auquel cas on aboutirait à un point limite u 1 situé sur le chemin L 

entre uq et u' , et qu'on ne pourrait plus dépasser. 
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Mais la théorie nous renseigne sur la grandeur du rayon po du cercle 
de centre uq où l'on peut affirmer l'existence et l'uniformité de l'intégrale 
d'une équation différentielle 

dz 

du 

dont le second membre est une fonction uniforme et continue de z, u dans 
le voisinage de u = uq , z = zq . Ce rayon n'est très petit que si le module 
de f(u, z) est très grand dans ce voisinage et que si les valeurs u, z 
critiques pour f(u, z) sont très rapprochées de uo, zq. 

Or, dans le cas actuel, f(u,z) = vZ ne peut évidemment tendre vers 
l'infini que si z y tend lui-même. Les points u\ où le prolongement de la 
fonction z pourrait être arrêté sont donc ceux où z devient infini et ceux 
où z prend une des valeurs ei,e2,e^, critiques pour vZ. 

Nous allons prouver : 1° que les premiers sont isolés (on pourra donc 
toujours les éviter) ; 2° que les derniers ne sont pas des points critiques 
pour z. Rien n'empêchera donc de prolonger la fonction dans tout le plan 
des u. 

23. La fonction z de u est uniforme et fractionnaire. -- Supposons 

donc que, pour u = m, z devienne infini. Posons z = -~ ; l'équation 

t z 
différentielle devient 

2dt n -, « 

V4 - g 2 t 4 - g 3 t 6 . 



du 



Le radical ne s'annule pas pour t = ; la détermination que l'on 
considère est donc une fonction de t uniforme et continue dans le voisinage 
de t = 0. Par conséquent l'équation différentielle ci-dessus définit une 
fonction t de -u elle-même uniforme et continue dans un cercle de rayon 
fini décrit du point u\ comme centre. Or, d'après un théorème connu, la 
fonction analytique t ne peut reprendre dans ce cercle une infinité de fois 
la valeur 0, c'est-à-dire que z n'y peut prendre qu'un nombre limité de 
fois une valeur infinie. Les infinis de z sont donc isolés dans le plan des u. 



CHAPITRE II 33 

Nous allons prouver que ce sont des pôles. 

Pour cela, développons en série le second membre de l'équation 
précédente ; il viendra 

d'où, en intégrant et tenant compte de ce que t doit être nul pour u = u\, 

, . (-. . 92 ,4 . 93 ,6 , \ 

et, en résolvant par rapport à t, 

t = ±{u-ui) 1 - — (w-«i) 4 + ... 



d'où 

I I (7o 

(u - ni) 1 + .... 



1 l , 92 ,.. .,2 



t 2 (u- Ul ) 2 20 

Ainsi z est uniforme aux environs du point u\, et ce point u\ est un 
pôle. 

Reste à savoir si les points critiques e\, 62, e$ de vZ dans le plan des z 
correspondent à des points m, «2,^3 du plan des u qui soient critiques 
pour la fonction z. 

Posons z = e\ + t 2 . L'équation différentielle 

— = ypL = ^/A(z - ei )(z - e 2 ){z - e 3 ) 
du 



se transforme en 



dt 
du 



^/(ei-e 2 + t 2 )(ei-e 3 + t 2 ). 



La valeur t = n'étant pas un point critique pour le nouveau radical, 
u\ sera un point ordinaire pour la fonction t de u et par conséquent pour 
z = ei + t 2 . 
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De tout ceci résulte que z est une fonction analytique uniforme et 
fractionnaire de u. 

24. La fonction z de u est doublement périodique. -- A une même 
valeur z' de z l'équation différentielle, qu'on peut écrire 



dz 



du 



fait correspondre une infinité de valeurs de u. Cherchons-les. 
L'équation intégrée donne 



u = Uq + 



dz 



"-o 



zq, v Z se 



le signe de v Z étant déterminé par la condition que, pour z 

réduise à +\/Zô. 

II faut chercher les diverses valeurs que peut prendre cette intégrale 

lorsqu'on fait varier le fil d'intégration suivi 
de zq à z' . Menons une ligne déterminée L 
entre zq et z' . Puis joignons zq aux points 
e iï e 2>e3 par des lacets Li,L2,Li3 composés 
chacun d'une droite, d'un petit cercle et de la 
même droite parcourue en sens inverse. 

Tout chemin zoMNPz' amènera la même 

valeur de u que le chemin déterminéL précédé 

d'un certain nombre de lacets. 

Pour le prouver, observons que nous pouvons adjoindre au chemin 

zoM'NPz' les lignes (pointillées) zqM, zqN, zoP à condition de les parcourir 

deux fois en sens inverse, et sans interposer d'autre trajet entre ces deux 

parcours, qui évidemment donneront une valeur nulle pour l'intégrale 

dz 




Rappelons-nous d'autre part que l'intégrale d'une fonction analy- 
tique f(z) a même valeur le long de deux chemins ayant même point 
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de départ et même point d'arrivée, ne passant ni l'un ni l'autre par des 
points critiques de f(z), et dont le second peut être obtenu en déformant 
le premier sans jamais le faire passer par aucun de ces points critiques. 
Deux pareils chemins sont dits équivalents. 

Cela posé, le chemin zoMNPz' peut manifestement être remplacé par 
ces trois-ci parcourus consécutivement : 

z M, MN, N^o; zoN,NP,Pz ; z P,Pz'. 

Or d'après la définition des chemins équivalents, il est facile de voir 
que le premier équivaut à un lacet L2, le second à un lacet Li, le troisième 
au chemin L. 

L'intégrale suivant le lacet Li se compose des intégrales suivant la 
droite ZQei, suivant le petit cercle de centre e\, et suivant la ligne de 
retour eiZQ. 

Or, lorsque le point z a fait une circulation complète autour de ei, le 

radical vZ a simplement changé de signe. Comme dz change de signe 

dz 
également dans le retour, le quotient —= reprend exactement la même 



Z 
valeur quand z repasse par les mêmes points ; il en résulte que 



1 dz f z ° dz 



z V Z J ei V Z 

Quant à l'intégrale le long du petit cercle, elle est nulle ; car cette 

/dz 
—= a son module du même ordre de grandeur que celui de 
\/Z 

dz 

lequel est inférieur à 

mod. dz f ds 



y/z-e\ 



I 



mod. \pz — e\ J y 7 /)' 

p désignant le rayon de la petite circonférence et ds l'élément d'arc. Or 

f ds 1 f , 1 n r _ 

/ — = — / ds = —- 2irp = 2iry/p, 
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quantité qui tend vers zéro en même temps que p. 

De tout ceci résulte que l'intégrale suivant le lacet Li se réduit à 

" ei dz 

. Posons 



20 v Z 



; ei dz A r 2 cù A r 3 ^ 

Ai = / — , Ao = / — , A a 



2 v Z ,/.zq vZ 7 Z q v Z 



le signe du radical v Z étant déterminé par l'obligation imposée à ce 
radical de se réduire à +\/Zô pour z = zq ; et remarquons que, lorsque 
le point z revient en zq, le radical ne reprend pas la valeur qu'il avait au 
moment du départ, mais une valeur égale et de signe contraire. De sorte 
que l'intégrale prise suivant le lacet Li est 2Ai ou — 2Ai suivant qu'on a 
décrit avant celui-là un nombre pair ou un nombre impair d'autres lacets. 
Enfin, la valeur de l'intégrale le long du chemin L étant désignée par I, 

Jzq \PL 

lorsque la valeur initiale du radical est +y/Zô, cette intégrale aura pour 
valeur +1 ou —I suivant que L aura été précédé d'un nombre pair ou d'un 
nombre impair de lacets. 

Toutes les valeurs de u répondant à une même valeur de z sont donc 
données par la formule 



u 



u Q + 2niAi + 2n 2 A 2 + 2n 3 A 3 + (-l)»i+"2+n 3I> 



m, ri2, IÏ3 étant des entiers positifs ou négatifs dont la somme est égale 
à ou à 1 suivant que le nombre des lacets est pair ou impair ; car 
tout lacet qui amène l'intégrale +2A^ (i étant un des nombres 1,2,3) 
est nécessairement suivi d'un autre amenant l'intégrale — 2Aj (j = 1,2 
ou 3). 
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maintenant 






A 3 - 


r z dz 

Je 2 vZ 


= ^i, 


Ai- 


a. - r dz 

Je 3 vZ 


= V2, 


A 2 - 


r 2 dz 

J ei vZ 


= ^3, 
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et remplaçons dans la formule précédente Ai par sa valeur A3 + uo 2 et 
A2 par A3 — uj\ ; elle deviendra 

u = u Q + 2 ni L0 2 - 2n 2 co 1 + (ni + n 2 + n 3 )2A 3 + (-1)^1+^2+^3^ 

et suivant que n\ + n 2 + n% est égal à ou à 1, 

u = 2miu>i + 2m 2 uj 2 + I + u$ 
u = 2m\ui\ + 2m 2 uj 2 + 2A3 — I + wo- 

De là résulte que z est une fonction doublement périodique de u aux 
périodes 2u)i,2u>2 déterminées en fonction des constantes g 2 ,gs (dont 
e lï e 2î 63 sont des fonctions) par les intégrales définies ci-dessus. 

Comme nous avons vu que z est une fonction analytique, uniforme et 
fractionnaire, c'est une fonction elliptique. 

Son ordre est 2 ; car il n'y a dans chaque parallélogramme des périodes 
que deux valeurs de l'argument qui fassent acquérir à la fonction z une 
même valeur. C'est ce que montrent les deux formules ci-dessus qui ne 
donnent pour u que deux valeurs distinctes, I + uq et 2 A3 — I + uq. 

25. Pôles de z ; z est une fonction pu. - - La fonction elliptique z 
étant du second ordre et ses pôles étant doubles, il n'y en aura qu'un dans 
chaque parallélogramme des périodes. — Cherchons où ils sont situés. 

La valeur u\ d'un pôle est donnée par la formule 

'°° dz 

U\ = UQ + 



;„ v Z 
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Évaluons cette intégrale, que nous supposons prise le long d'une ligne zqZi 

aboutissant en un point z\ d'un cercle C décrit de zq comme centre avec 

un cercle de rayon infini. 

La fonction analytique vZ, dont la valeur au point zq est bien 
déterminée et égale à +\/Zô, est visiblement uni- 
forme et continue dans la région du plan des z bor- 
née par le cercle C, par la ligne zqZ\ et par les trois 
lacets Li, L2, L3. Son intégrale suivant ce contour 
est nulle. Cette intégrale est la somme de six 
autres, prises : 1° suivant zqZ\ ; 2° suivant C dans 
le sens rétrograde ; 3° suivant z\zq ; 4° suivant Li 
(c'est le seul lacet qu'on puisse suivre dans la 
disposition de la figure, sans franchir un autre 

lacet ou la coupure zqz\) ; 5° suivant L2 ; 6° suivant L3. 

Quand le point 2, après avoir décrit la circonférence C, est revenu 

en z\, le radical 




\[{z - ei)(z- ei){z - e 3 ) 



a changé de signe comme le ferait évidemment le radical plus simple \l z 



qui est la partie principale de 
résulte que 



Z pour les grandes valeurs de z. Il en 



z\ 



z ° dz 
Z 



~o 



21 dz_ 
Z 



d'où 



21 dz 
Z 



2 ° dz 
Z 



21 dz_ 
Z 



ZQ V Li J Z \ V L> J ZQ 

Lorsque z est revenu en zq, le radical a pris la valeur —y/Z~ô; par suite 
le lacet Li amènera la valeur — 2Ai de l'intégrale ; le lacet L2 qui vient 
ensuite, la valeur +2A2 ; le lacet suivant L3 la valeur — 2A3. On aura donc 



-0 



-2Ai + 2A 2 - 2A 3 = 0. 



c 
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Mais l'intégrale suivant le cercle C est rigoureusement nulle. Car elle 
a une valeur fixe quel que soit le rayon R de ce cercle, et elle est du même 

f dz 
ordre que l'intégrale plus simple / , dont le module (si ds désigne 

JC V z 3 

un élément de la circonférence) est plus petit que 

mod. dz f ds 1 2tt 

•2ttR 



3 / _3 _3 """ _1 



'C mod. V Z s J R2 R2 R2 

quantité aussi petite qu'on veut. 

L'équation ci-dessus, où l'on fait / = et où l'on remplace / 

Je Jz 

c'est-à-dire / par sa valeur u\ — uq, donne pour valeur du pôle u\ 

J Z Q 

u\ = uq + Ai - A 2 + A 3 . 

Tous les pôles de z sont compris dans la formule générale 

u = 2miu>i + 2m2UJ2 + -uo + Ai - A2 + A3. 

Maintenant donnons à la constante d'intégration uq la valeur parti- 
culière 

wo = -Ai+A 2 -A 3 ; 

les pôles seront les points 

u = 2m\LO\ + 2rri20J2- 

Conclusion. — z ne sera autre chose que la fonction pu construite sur 
les deux périodes 

Z" 63 dz f ei dz 

u>i = / -==, u 2 



C2 V h «3 V^ 

car les deux fonctions elliptiques z et pu ont mêmes périodes, mêmes 

pôles, même partie infinie -^ autour de chacun de ces pôles, et 

(u — u\) 
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de plus même terme constant, savoir zéro, de leur développement dans le 
voisinage d'un pôle u\, puisque nous avons trouvé (23) 

1 , 92 ,_. .. s 2 



(u-m) 2 20 



(u-ui) 



Remarque. -- Quand le triangle ei,e2,e3 devient infiniment aplati, 
c'est-à-dire quand les trois points ei, e<i, e^ sont en ligne droite, le calcul 
des périodes ne présente aucune difficulté particulière. Car si, pour fixer 
les idées, nous supposons es situé entre e\ et e2, l'élément différentiel des 
deux intégrales qui représentent u>\ et u>2 ne devient pas infini entre les 
deux limites. 

Il n'en est pas de même pour l'intégrale qui exprime uo-t, ; mais il est 
inutile de discuter cette intégrale pour savoir comment la calculer (ce 
qui d'ailleurs serait facile) ; car nous savons a priori que oos est égale 
à -(lui + U2)- 
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LES FONCTIONS Çu ET OU. 

La théorie des fonctions elliptiques est facilitée par l'adjonction à la 
fonction pu de deux autres fonctions que Weierstrass a nommées Çu et au 
et qui sont liées d'une façon très simple à pu. Au reste Çu et au ne sont 
pas des fonctions elliptiques, mais elles se rapprochent beaucoup de ces 
fonctions par leurs propriétés. 

26. Définition de Çu. — Si l'on intégrait terme à terme la série 



pU = -g + V 

U z *-^ 



1 1 



Z <>/>^ 



(u — w) 2 W 



sans ajouter de constante, on obtiendrait un développement dont la 

... , -1 u 
convergence serait incertaine, car son terme gênerai ~ est de 

u — w w 2 

l'ordre de grandeur de — ~, et la série des modules de — ~ est divergente. 

w 2 w 2 

Mais il est facile de rendre ce développement convergent : il suffit 

d'ajouter à chacun de ses termes la constante . Car le terme général 

w 



u — w 



u 


1 

w 


u 2 


u 2 


1 


V 2 


w 2 (u — w) 


u 

1 — 

w 


w 3 



est de l'ordre de — , (voir 2 e partie, ch. I, 15). 

La série ainsi obtenue est absolument et uniformément convergente 
en toute région du plan qui ne contient aucun des points 

w = 1m\U\ + 2n%2U)2. 
C'est cette série changée de signe qu'on appelle Çu. Ainsi 



1^/1 1 u\ 

u *-^ \u — w w w z ) 
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et 

C'(«) = -pu- 
La, fonction Çu, ayant pour dérivée une fonction paire, est une fonction 

impaire. 

Elle est homogène de degré —1 par rapport aux trois lettres u, oji, 002- 
Elle reste invariable lorsqu'on change les périodes sans changer les 

sommets du réseau, c'est-à-dire dans toute transformation du premier 

degré. 

Elle a pour pôles les points 2m\ui\ + 2rri2UJ2- Ces pôles sont simples 

et les résidus correspondants sont égaux à 1. 

27. Développement de (u suivant les puissances deu. — Du dévelop- 
pement (17) 

pu = —^ + c\u 2 + C2U 4 + . . . 

on déduit en intégrant, changeant de signe, et remarquant que la 

différence (u s'annule pour u = 0, 

u 

1 -u 3 -u 5 

(U = - - Cl — - C 2 — - . . . . 

u à b 

28. Addition d'une période à l'argument de Çu. — De la relation 

p(u + 2uj 1 ) = p(u), 

on tire, en intégrant et changeant le signe des deux membres, 

C(m + 2c;i) = C(«) + 2t7i. 

Pour déterminer la constante 771, faisons u = —ui\. Observons que 
((u) est une fonction impaire et que par suite £(— ui\) = — Ç(u>i). Nous 
en concluons 

771 =CM. 
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Le même raisonnement et le même calcul s'appliqueront k((u + 2a>2)- 
Nous aurons donc 

C(m + 2wi) = C(«) + 2t7i, 
C(« + 2^2) = C(«) + 2r? 2 , 

avec 

771 = C^l, ??2 = C^2- 

On voit que la fonction Ç(u) n'est pas doublement périodique, mais 
se reproduit augmentée d'une constante par l'addition d'une période 
(de pu) à son argument. 

29. Relation entre les quatre constantes u>i,u>2, f)\-,ï)2- — Les quatre 
constantes uJi,0O2,r]i,r]2 sont liées par une relation 
jp dont nous apercevrons la grande importance dans 
la théorie des fonctions 6 de Jacobi. On obtient 
cette relation en calculant l'intégrale f Çu du 
autour du parallélogramme des périodes O'ABC. 
L'intégration suivant les deux côtés opposés 
O'A, BC donne 

ç r rO'+2ui 1 /-0'+2wi 

/ (udu+ (udu = ((u) du — I C(u + 2u>2) du 

JO'A JCB JO' JO' 

»0'+2o; 1 /•0 / +2wi 

[Ç(u) - Ç(u + 2^2)] du = — 2772 du = -4772^1 • 

'O' ' JO' 

Les deux côtés AC, O'B donnent +4u>2?7i- 
L'intégrale cherchée est donc 

4(^2771 -0*1772). 

Mais d'autre part cette intégrale est égale au produit de 2iri par la 
somme des résidus de la fonction Qu relatifs aux pôles contenus dans ce 
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parallélogramme, si l'on suppose que le sens du parcours O'ACB est le 
sens direct. Or, il n'y a qu'un pôle, de résidu +1. On a donc 

2(lu 2 Vi - W1772) = ri. 

C'est la relation cherchée. 

L'hypothèse faite sur le sens du parcours implique, comme nous 

l'avons vu (l re partie, ch. I, 4), que le rapport r = — des périodes ait sa 

u>i 
partie imaginaire positive. On peut toujours supposer qu'il en est ainsi, 

car, dans le cas contraire, on prendrait pour périodes 2u\ et —2u>2, ce 

qui ne change pas les sommets du réseau et par suite n'altère pas la 

fonction Çu. 

30. La fonction au. — Intégrons la série 

1^/1 1 u 

u ^— ' \u — w w w z 

et, pour rendre convergente la série obtenue, ajoutons à chacun de ses 
termes la constante — log w. Le terme général aura pour expression 

, / \ u u2 (-> u \ u u2 
log(iu - u) H h — - log w = log ( 1 H h — -ô 

w 2w z V wJ w 2w z 

u u u \ u u u 



w 



2w 2 3ty 3 7 u> 2-u; 2 3m; 3 



Il est de l'ordre de — 0, et par conséquent la convergence de la série est 

w à 
assurée. 

La fonction qu'on obtient ainsi et qu'on peut écrire 

2 

U 1 u z 



log u + y^ îog (1 — ) + y^ i°g e w 

= io 4 w n( i -^) e " + 
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n'est pas uniforme ; mais uniforme est la fonction qui figure sous le 
signe log. C'est cette dernière qu'on appelle au. On a donc 

n( U\ ?± + ^L 
f 1 J e w 2^ 



et 



d ! r 

— log au = (u. 

du 



31. Propriétés de au. — Développement suivant les puissances de u. 
- La fonction au est évidemment entière et ses zéros sont les points 
1m\u)\ +2rri20û2- Ces zéros sont simples. Pour u infiniment petit, la valeur 
principale de au est égale à u. 

Considérée comme fonction des trois lettres -u, 2u>i, 2^2 , &u est 
homogène de degré 1 . 

Elle reste invariable pour toute transformation du premier degré. 

C'est une fonction impaire de u. Car on a le droit, dans l'expression 
de au, d'écrire — w au lieu de w, ce qui ne fait qu'échanger les termes 
deux à deux. Si alors on change u en —u, on voit que la fonction s'est 
reproduite, mais changée de signe. 

Enfin si l'on intègre le développement (27) 

1 -u 3 -u 5 

C«=--Cl — -C2— -... 

u à 5 

et qu'on remarque que, pour u = 0, log au — log u s'annule, il vient 

4 6 

U U 

log au = log u — c\ - — - — C2 



3.4 5.6 

au = u.e 1 33 2 53 ■•• 

= u{\ + t/iw 4 + d 2 u 6 + ...). 

32. Addition d'une période à l'argument de au. — Intégrons l'équation 
C(w + 2u;i) = Çu + 2rn; 
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on trouve 

loga(w + 2u)\) = logau + 2r}iu + const., 
aiu + 2^) = Ce 2mu au. 

Pour déterminer la constante C, faisons u = —ui\, et remarquons que, 
au étant une fonction impaire, nous aurons a(— u>i) = — ouj\ ; il viendra 

C = -e 2 ^ 1 . 

Le même calcul se faisant pour la période 2u>2, nous aurons 

a(u + 2ooi) = - e 2l ?i( M +^i) au, 
a(u + 2u 2 ) = -e 27?2(w+W2) au. 

Ces formules montrent que o-u n'est pas une fonction elliptique, ce 
que nous montrait d'ailleurs a priori le fait que au est une fonction 
entière ; au est une fonction doublement périodique de troisième espèce. 
M. Hermite a appelé ainsi les fonctions analytiques uniformes qui, 
lorsqu'on ajoute une période à leur argument, se reproduisent multipliées 
par un facteur exponentiel dont l'exposant est une fonction linéaire de 
l'argument. Quand ce facteur se réduit à une constante, on a affaire à 
une fonction doublement périodique de deuxième espèce. 

33. Rappel des formules fondamentales relatives à pu, Çu, au. — Si 
l'on pose w = 2m\u)\ + 2rri20O2, on a 



1 



i i 

u 2 ' Z — ' L(' u — -u ') 2 w2 

1 v^ / 1 1 M 



!"/ 2 -— ' \ -u — w tu «; 2 

n/ -u\ «+-?4t 
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r< d i r 

Çu=-pu; —logau = Çu; 

du 

p(u + 2loi) = p(u + 2uj 2 ) = pu; 

C(u + 2wi) = C^ + 2rji, Ç(u + 2cj 2 ) = C^ + 2%, 
cr(« + 2wi) = - e 2î 7i(^i) ffM) a (u + 2c^ 2 ) = - e 2 ^ u+ ^ au. 

Rappelons enfin les formules 

771 = c^i, m = Çuj 2 , 2(w 2 î?i - ujim) = kî. 
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EXPRESSION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES PAR LES 
FONCTIONS a, C, p. 

Toute fonction elliptique f(u) aux périodes 2ui\,2ui2 peut être 
exprimée d'une manière très simple soit par des fonctions c, soit par des 
fonctions (, soit par une fonction p ayant les mêmes périodes. 

34. Expression par un quotient de fonctions a. - - Il faut avoir 
déterminé les zéros 01, 02, ■ ■ ■ , On e ^ les pôles b\, 62, ■ • ■ , b n de f(u) situés 
dans un parallélogramme des périodes ( 1 ). On sait que la somme des 
zéros ne diffère de la somme des pôles que par la somme de multiples des 
deux périodes : 

ai + a2 H + a n = b\ + 62 H + b n + 2m\uj\ + 2rri2^2- 

Si du parallélogramme considéré on se transporte dans celui dont 
un sommet diffère du sommet homologue de celui-là précisément de 
2miuoi + 2rri2UJ2, on y trouvera un pôle b' n , par exemple, homologue de b n 
et tel que 

b'n = b n + 2m\uj\ + 2m2L02, 

en sorte que la relation précédente prend la forme plus simple (où b n a 
été récrit pour b' n , par raison de symétrie) 

ai + 02 H + a n = b\ + 62 + • • • + b n . 

Cela posé, la fonction 

a(u — ai) . . . a(u — a n ) 
a(u - 61) . . .a(u - b n ) 

a les mêmes zéros et les mêmes pôles que f(u). 



( ) Ou, plus généralement, les zéros distincts et les pôles distincts, c'est-à-dire tels 
que deux d'entre eux aient une différence non égale à une période 2m\uj\ + 2miLûi- 
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C'est d'ailleurs une fonction elliptique aux mêmes périodes 2co\, 2u>2- 
Car si l'on y change u en u + 2u>i, par exemple, elle se reproduit (32) 
multipliée par 

( — \\ n e 'ï r ll{ u - a l+< jJ i) e 2f]i(u-a n +coi) e 2rn[n(u+u>i) — (oiH hOn)] 

C_^ 1 )n e 27?i(M— 61+W1) _ _ e 2r]i(u— b n +Ui) e 2r]i[n(u+u>i) — (bi-\ h&n)] 

On aura donc 

(t(u-oi) ...a(u- a n ) 
/(«) = c- 



<j(w- 61) . ..a(w- 6 n ) 

Pour déterminer le facteur constant C, on donnera à u une valeur 
particulière pour laquelle on exprimera que les deux membres sont égaux 
(ou ont même valeur principale, s'ils sont nuls ou infinis). 

Si quelques zéros ou quelques pôles sont multiples, on fera dans cette 
formule ai = 02 = ■ • ■ ou 61 = 62 = ■ ■ ■ ■ 

35. Expression par ( et ses dérivées. --Ce procédé exige que l'on 
connaisse les pôles distincts a, b, . . . de f(u), leurs degrés respectifs de 
multiplicité a,/?,... et le développement de la partie infinie de f(u) 
autour de chacun d'eux 

A Q Ai B^ Bi 



(u — a) a u — a' {u — b)P u — b' 

Nous allons montrer qu'on aura 

f(u) = A l au-a)-A 2 ('(u-a) + ...+ { ~ ir lAa (^(u-a) 

1 . z . . . [a — 1J 

+ Bl C(« - b) - B 2 C> - b) + ■ ■ ■ + l ^-^- çV>-V( u - b) 

+ • • • + const. 

Car, si l'on accroît u de la période 2ui\ par exemple, Çu s'accroît 
de 2771 ; ses dérivées restent invariables ; le second membre s'accroît 
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donc de 2?]i(Ai + Bi + . . . ), quantité qui est nulle, puisque la somme 
Ai + Bi + . . . des résidus est égale à zéro (l re partie, chap. III, 9). 

Par conséquent, ce second membre est une fonction elliptique. 

D'ailleurs, dans un parallélogramme des périodes, ((u — a) n'a 
qu'un seul pôle, a + période ; et aux environs de ce pôle unique, les 
développements de Ç(u — a) et de ses dérivées Ç'(u — a), ... , (/ a_1 )(-u — a) 
ont pour partie infinie respectivement 

f -f (-f)"" 1 ^ .2...(a-l) 

(u — a) ' (u — o) 2 ' (u — a) a 

Il en résulte que le second membre a bien autour de chaque pôle même 
partie infinie que f(u). Il ne diffère donc de f(u) que par une constante, 
qu'on déterminera de telle sorte que la différence s'annule. 

36. Application. Intégration des fonctions elliptiques. - - Cette dé- 
composition d'une fonction elliptique en une somme d'éléments simples 
permet d'intégrer cette fonction. Car nous aurons, en intégrant les deux 
membres de l'équation du numéro précédent, 



/ fudu = A\d log o~(u — a) — A 2 Ç(u — a) 



+ -, L 1 ^/ Aq ^ C ( "~ 2 V - a) + Bid loga(w - b) + Cu + C. 

1 . 2 ... (a — 1) 

37. Expression par pu et p'u. - - 1° Supposons que f(u) soit une 
fonction paire. Si elle admet un zéro ai, elle admettra un zéro —ai, (avec 
le même degré de multiplicité ai). Soient donc ±ai, . . . , ±a n ceux de 
ses zéros distincts qui ne sont pas des périodes ; ai, . . . ,ct n leurs degrés 
respectifs de multiplicité ; de même soient 

±6i,...,±6 n 

ses pôles distincts qui ne sont pas des périodes ; j3\, . . . , j3 n leurs degrés de 
multiplicité. On aura 

(pu - pai) ai (pu - pa 2 ) a2 . . . 



/(«) = c 



(pu - pbiY 1 (pu - pb 2 )fo . . . 
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C désignant une constante. En effet, les deux membres de cette équation 
sont deux fonctions elliptiques qui ont leurs zéros communs et leurs pôles 
communs, sauf peut-être ceux des zéros et ceux des pôles qui sont des 
périodes. Mais si une période est un zéro, toutes les périodes en sont, et 
si une période est un pôle, toutes en sont également. Or le quotient de 
f(u) par le second membre est une fonction elliptique ; si cette fonction 
ne se réduisait pas à une constante C, elle admettrait les périodes à la 
fois pour zéros et pour pôles, ce qui est impossible. 

2° Supposons que f(u) ne soit pas une fonction paire. 

On peut l'écrire identiquement 

1 Ip'u 

Or est évidemment une fonction paire ; de même 

: (car f{u) — f(—u) est impaire et p'u impaire également). 

2p'u 

On peut exprimer ces deux fonctions elliptiques paires rationnellement 
au moyen de pu. 

On en conclut que f(u) peut être exprimée rationnellement en fonction 
de pu et p'u. 

38. THÉORÈME. -- Deux fonctions elliptiques aux mêmes périodes 
sont liées par une relation algébrique. 

Car si l'on exprime ces deux fonctions f(u), <f(u) au moyen de pu, p'u 
on obtient deux relations qui, jointes à celle qui existe entre pu et p'u 
(2 e partie, chap. I, 18), permettront d'éliminer ces deux dernières 
quantités, et conduiront à une équation algébrique entre f(u) et <f(u). 

Il est facile d'évaluer le degré de cette équation par rapport à / 
et à tp. Soit m l'ordre de /. A chaque valeur particulière /o de / 
correspondent, dans un parallélogramme des périodes, m valeurs de u, 
savoir uq, mi, . . . , u m , et par conséquent, en général, m valeurs distinctes 
de (f, savoir ip(uo), . . . , (p(u m ). De même si u est l'ordre de ip, à chaque 
valeur de (f correspondent \x valeurs de / (en général). L'équation sera 
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donc au plus (et ce sera le cas général) du degré m par rapport à 99 et du 

degré fi par rapport à /. 

Ces degrés peuvent d'ailleurs s'abaisser, par exemple quand / et ip 

sont des fonctions paires de u. Car si à la valeur /o de / correspond 

la valeur u\ de m, à cette même valeur /o correspond aussi la valeur 

—Ml + période. Mais à ces deux valeurs de u ne répond qu'une seule 

m 
valeur de p. L'équation sera donc de degré — par rapport à p> et, pour la 

même raison, de degré — par rapport à /. 

39. Relation entre une fonction elliptique et sa transformée. — Soit 
f(u, u>i, UI2) une fonction elliptique aux périodes 2u>i, 2u>2- A ces périodes 
on en substitue deux autres 2u[ , 2u 2 liées aux premières par les relations 

2uji = a . 2uo l + b . 2u>2, 
2u)2 = c . 2uj[ + d . 2uû2 ■ 

Les sommets du premier réseau font évidemment tous partie du second 
réseau (la réciproque n'est pas vraie, à moins que la transformation ne 
soit du premier degré) . De là résulte que la fonction elliptique transformée 
f(u, &[, 002) admet les périodes 2u>i, 2uJ2- 

Par conséquent, la fonction elliptique f(u) est liée à sa transformée 
par une équation algébrique. 

Nous avons annoncé (l re partie, chap. II, 7) et nous prouverons 
bientôt que la transformée de pu est une fonction rationnelle de pu. C'est 
là une des supériorités de la fonction pu. 

40. Théorème. — Toute fonction elliptique f(u) est liée à sa dérivée 
par une équation algébrique. 

Car f(u) et f'(u) sont deux fonctions elliptiques aux mêmes périodes. 

Si Mi est un pôle de degré ct\ de f(u), ce sera un pôle de degré a + 1 
de /'(m). L'ordre yU de f'(u) surpassera donc l'ordre m de f(u) d'autant 
d'unités qu'il y a de pôles distincts de f(u). Supposons qu'il y en ait k. 

L'équation entre /(m) et f'(u) sera du degré m par rapport à f'(u) et 
du degré m + k par rapport à f(u). 
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Ce théorème est d'une importance capitale. Il montre que certaines 
équations du premier ordre de la forme 

( dz \ _ 
\ ' du) 

où ne figure pas explicitement la variable indépendante u, algébriques 

dz . . 
par rapport a zêta — , et de degré m par rapport a cette dérivée, peuvent 

du 
être intégrées au moyen d'une fonction elliptique z = f(u) d'ordre m. 

Reconnaître directement sur l'équation s'il en est ainsi et intégrer 

dans ce cas est un problème qui a été résolu complètement par Briot et 

Bouquet. 



CHAPITRE V 



ADDITION DES ARGUMENTS POUR LA FONCTION pu. 
MULTIPLICATION DE L'ARGUMENT. 

41. Addition des arguments. — Notre but est de montrer que p(u + v) 
s'exprime rationnellement en fonction de pu, pv, p'u, p'v. 

1° Cherchons l'expression de pu — pv. Considérée comme fonction 
de la variable u, cette différence admet, aux périodes près, un seul pôle 
(double) u = 0. Elle est donc du second ordre ; par suite elle n'admet que 
deux zéros distincts qui sont évidemment u = ±v. Elle sera donc (34) de 

la forme 

a(u + v)a(u — v) 



pu — pv = C 



a 2 u 



Pour déterminer la constante C, il suffit d'identifier les valeurs 
principales pour u infiniment petit, en se rappelant que la valeur 

principale de pu est — ^ (17) et que celle de au est u (31). On trouve ainsi 
u 1 

1 Ca 2 v 1 

u z 

d'où l'expression cherchée 



o 9 ' 9 ! 

u z u A a A v 



a(u + v)a{u — v) 

pu- pv = 2 2 • 

2° Prenons la dérivée logarithmique des deux membres par rapport 
à u, il viendra 

*o u 
_J = C ( w + v ) + C ( w _ v ) _ 2C«. 

pu- pf 
Cette formule, quand on y échange u et v, devient ((" étant impaire) 

~ P ' V = C(« + v) - C(« - v) - 2C«- 

pu- pw 



CHAPITRE V 55 

Ajoutons celle-ci à la première et divisons par 2 : 

1 p'u - p'v 

= Ç(u + v)-(u- (v. 

2 pu — pv 

Différentions encore par rapport à u : 

1 d p'u — p'v 
p(u + v)-pu = . 

2 du pu — pv 

Si, après avoir effectué la différentiation du second membre, nous 

remplaçons p"u par sa valeur (19) 6p 2 u g 2 , nous obtenons p(u + v) 

en fonction rationnelle de pu, pv, p'u, p'v, comme nous l'avions annoncé. 
Mais la formule ainsi obtenue ne serait pas symétrique en u et v. 

3° Pour arriver à une formule symétrique nous dirigerons le calcul de 
la manière que voici. Effectuons 

d p'u — p'v p"u(pu — pv) — p'u(p'u — p'v) 





du pu — 


■ pv (pu - pv) 2 


Si 


nous remplaçons p"u par sa valeur 6p 2 u gi et p' 2 u par sa 


leur 


4p 2 u - g 2 pu 


— ^3, le numérateur du second membre devient 


(pu 


- pv) (6p 2 u 


~ 2 92 ) ~ ^ pi ' a ~ 92pU ~ 9 ^ + P ' V P ' U 




= 2 P 3 u + - gipu + g3- 6p 2 u pv + - g 2 pv + p'v p'u. 


De là résulte 






p(u + v) = 


1 d p'u — p'v 

2 du pu — pv 

2p 2 u pv + 2pu p 2 v - ( - g 2 pu + -g 3 j 






\ ~ ( i^92pv + -gsj -pvpu 



2(pu - pvy 



LA FONCTION pu 56 



Si au numérateur du second membre on remplace g2p + 93 par sa 
valeur — p' 2 + 4p 3 , ce numérateur devient 

2p 2 u pv + 2pu p 2 v + ^(p 2 u - 4p 3 ) + -(p' 2 v - <±p 3 v) - p'v pu 

2„./,„„. „„.\ , o,„2„./,„„. ,„„.\ , !/,/„. ,/„.\2 



= 2p w(pf - pu) + 2p w(^m - pv) + -(p « - p v) 
= -2(pu + pv)(pu - pv) 2 + -(pu - pv) 2 . 
Finalement on obtient 

p(u + v) = -pu - pv + - . 

4 \ pu- pv J 

Telle est l'importante formule de l'addition des arguments pour la 
fonction pu. 

42. Multiplication de l'argument par 2. — Si dans cette formule nous 
faisons tendre v vers u, nous aurons 

1 ^ 2 



p2u = —2pu + 



LA 1 V 6 ^"2^ 2 



4 p /2 w 4 4p 3 M - # 2 pw - #3 ' 



Une différentiation fournirait p'2u. 
Faisant ensuite dans la formule d'addition 

v = 2u, 3u, . . . , 

on obtiendrait des formules pour la multiplication de l'argument de pu 
par un entier quelconque. 

Nous y parviendrons, au chapitre suivant, d'une manière plus élégante. 
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MULTIPLICATION DE L'ARGUMENT DE pu (suite) 
DIVISION DE L'ARGUMENT. 



43. Reprenons la formule (41) 



pu- pv 



a(u + v)a(u — v) 



a 2 ua 2 v 



et remplaçons-y u par nu et v par u ; elle devient 

a(n + l)u a(n — l)u 



pnu — pu 



a(n + l)u a(n — l)u 



\ou 



jKH) 2 [au]^- 1 ) 



D 2 



a^nua^u 



a nu 



(au) 



expression qui, si 1 on y pose 



devient à son tour 



lf) n U 



pnu — pu 



a nu 



9 ; 

i 1 - 



(au) 

4>n+l4>n-l 



C'est en exprimant les fonctions if) au moyen de pu, p'u suivant la 
règle indiquée précédemment (2 e partie, ch. IV, 17) que nous obtiendrons 
la représentation cherchée de pu. 

44. Etude de lafonctiomjJ n u. — Pour prouver que Tp n u est une fonction 
elliptique, cherchons l'effet sur a nu du changement de u en u + 2uo\ 
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et u + 2ul>2- Nous aurons par exemple (39) 

a{nu + 2wi) = -e^^^iiana, 
a(nw + 4wi) = a(n« + 2wi + 2wi) = - e 2 '?i(™«+2wi+wi) a ( nu + 2wi ) 

2m ^rm+wi (1+3)1 
ff (M + 2nWi) = (-1) V 1 [n.n W+Wl (l+3+5+-+2n-l)] 

Cela posé, on a 

, a(nu + 2nu 1 ) (-l) n e 2 ^ n2 ^ u+UJ ^ anu 

4>n{u + 2a; i) = 77 = — ; — k 7T- 

[a(u + u 1 )] n [-e 2 ^-*"!)]» 2 (au)" 2 

(— l) n anu a nu 

- ip n u; 



(-l) n2 (au) 71 " 2 (au) n2 

tp n u est donc une fonction elliptique aux périodes 2u>i, 2u)2- 
Passons à la représentation de ip n u au moyen de pu. 
Comme au est une fonction entière, ip n u n'a d'autres pôles que les 

zéros de au, qui sont tous des périodes. 

Ensuite, les zéros de ïp n u sont ceux de a nu ; ils sont donc donnés par 

la formule 

nu = 2m\ui\ + 2m2u;2, 

d'où 

2m\uj\ + 2m2o;2 



u 



n 



Ces zéros sont simples. Cherchons ceux d'entre eux qui ne sont pas des 
périodes et qui sont distincts. On les trouvera tous en attribuant àmi,m2 
les valeurs 0, 1, . . . , n — 1 (sauf la combinaison m\ = 1712 = 0). Cela fait 
en tout n 2 — 1 zéros. 



CHAPITRE VI 59 



Mais ces n — 1 zéros ne sont pas encore tous distincts. Ici deux cas 

sont à distinguer. 

10 * ■ • au > 2m i^i + 2m 2 w 2 , 

1 n est impair. — A chaque zéro en correspond un 

n 
autre 

2(n — m{)uj\ + 2{n — 7712)^2 

n 

qui n'en est pas distinct, puisque la somme de ces deux zéros est 2ui\ + 2u>2- 

n 2 — 1 
Il n'y a donc que zéros distincts. Quant aux pôles, nous l'avons 

dit, tous sont des périodes. Aucun dénominateur ne figurera donc dans 
la représentation de la fonction paire ip n u au moyen de p(u), et l'on aura, 
en appliquant la formule du n° 37, 



<tp n u = n Yl 



f2m\uj\ + 2ni2UJ2\ 
pu - p { j 



n 2 — 1 
Pi étant un polynôme de degré en pu. Le facteur constant est bien 

égal à n ; car les valeurs principales des deux membres pour u infiniment 

n 
petit sont toutes deux égales a — 7, — . 

u n - 1 
2° n est pair. — On doit mettre à part les trois systèmes de valeurs 

\m\ = -,m 2 = OJ , \m\ = 0,m 2 = -J , [mx = -,m 2 = -J , 

pour lesquelles les zéros de ip n u sont ui\,ui2,ui\ + u>2- Mais ces trois 

zéros sont précisément des zéros de p'u. Il reste n 2 — 4 zéros, qui 

peuvent être rapprochés deux à deux comme précédemment et dont 

n 2 — A . . . . tp n u 

seulement sont distincts. La fonction elliptique paire — - — pourra 

2 ~ p'u 

s'exprimer rationnellement au moyen de pu ; et l'on aura 



^nU = -1^P' U X\ 



( 2m\0Ji + 2m2u;2\ 
pu - p { ) 



^2p'u; 
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le signe 1 I portant sur facteurs, et P2 désignant un polynôme de 

n 2 - 4 
degré en pu. 

45. Multiplication de l'argument de pu par n. - - Tout ceci étant 
acquis, la formule ci-dessus (43) 

lpn+ltpn-1 
pnu - pu = 17 2 



il). 



n 



résout le problème de la multiplication de l'argument de pu par n, 
c'est-à-dire permet de former l'expression de pnu en fonction rationnelle 
de pu : 

1° n étant pair, et par conséquent n + 1 et n — 1 impairs, on a 

4> n = Pi, tpn+i = QlpU, Ipn-i = K\p'u, 

Pi, Qi, Ri étant des polynômes en pu. On voit donc que 

,2 QlRl ,. 3 n Qi R i 

pnu = pu- p u —g- = pu- (4p - g 2 p - gs) -53— 

s'exprime rationnellement en fonction de pu. 

2° n éiani impair, et par conséquent n + 1 et n — 1 pairs, on a 

^n = P2pV 4>n+l = Q2, ^n-1 = R2, 

Q2R2 Q2R2 

pnw = pu - 9 = pu 



v\p' 2 u ^ P1(4 P 3 _ 92P - gs y 

pnu est toujours une fonction rationnelle de pu. 

46. Calcul des polynômes? 1, P2. — Il est facile de calculer en fonction 
des deux invariants gi, gs les coefficients des deux polynômes Pi, P2 dont 
le premier 

'a a - n2 ~ 1 
de degré — - — en pu 
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a nu ' -- 1 



représente ip n u = 2 quand n est pair, et le second (de degré 

(au) n J \ 

ip n u 1 a nu 

représente — — = — ^ quand n est impair : 

pu <p'u (pu) n 

_ n 2 -i n 2 -i 1 a nu 

Pi = ap^r- + ttlp^r- + ■ ■ ■ = - — -2 , 

(<7W) n 

„ n2 ~ 4 „ n 2 -4 -, 1 anu 

P 2 = /3p~z- + ftp-2 : + • • ■ 



p'w (au) n 

On obtient a, ai,..., /3,f3i,... par la méthode des coefficients 
indéterminés, en remplaçant dans les deux équations précédentes pu, p'u, 
au, a nu par leurs développements 

pu = —~ + c\u 2 + C2-u 4 + • • • , p'w = — + 2ciw + 4c2-u 3 + . . . ; 
au = u{\ + diw + . . . ) a nu = nu(l + d\n u +...). 

On trouve, en identifiant les puissances semblables de u, 

n 
a = n, ai = 0,... j3 = — — , Pi = 0, . . . 

47. Division de l'argument de pu. - - Supposons pnu donné, et 
proposons-nous de calculer pu. Nous aurons à résoudre par rapport à 
cette dernière quantité l'équation 

pnu - pu = -s , 

dont le second membre est une fonction rationnelle de pu que nous 
venons d'apprendre à former. 

Il serait facile d'évaluer le degré de cette équation par rapport 
à l'inconnue pu, en comptant les degrés des polynômes Pi,Qi,Ri, 
P2, Q2, R2 du n° 45. Mais nous pouvons le faire a priori de la manière 
suivante. 
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A la valeur donnée de pnu correspondent une infinité de valeurs de u 
fournies par la formule 

2m\0Ji + 2m2U)2 

±u H 

n 

et par suite les valeurs de pu comprises dans l'expression 

2m\io\ + 2m2U>2\ 



P uo 



)! 



■)■ 



où les entiers mi, rri2 peuvent être supposés positifs et plus petits que n, et 

où «o est pris seulement avec le signe +. Car si m\ et m 2 ne remplissent pas 

ces conditions, en ajoutant à l'argument de p une période convenable, on 

, r 2m'i oj\ + 2m'r > uj2 

ramènera cet argument à un autre de même forme uq H — 

n 
où les entiers m^m^ seront positifs et inférieurs à n ; et si uq est pris 

2miu>i + 2rri2U}2 

avec le signe —, 1 argument — u$ -\ peut être, sans que 

n 

n , , . ,,. . , . 2m\iûi + 2rri2U)2 s 

la valeur de p soit altérée, remplace par uq , ou uq est 

n 
affecté du signe +. 

Le nombre des valeurs distinctes de pu est donc celui des systèmes 

des entiers 7711,7712 qui prennent la suite des valeurs 0, 1, 2, . . . ,n. Ce 

nombre est n 2 . Tel est effectivement le degré de l'équation qui donne pu 

en fonction de pnu. 
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DIVISION DES PÉRIODES DE pu. 

48. Le problème consiste à évaluer plu, — , 002) en fonction 

\ n / 
de p(u, loi, u>2)- Nous allons montrer que la première de ces deux fonctions, 

que nous appellerons pour abréger pu, s'exprime rationnellement au 

moyen de la seconde, comme nous l'avons annoncé dans la première 

partie (ch. II, 7). 

Quand n est un nombre composé, la question peut être simplifiée. 

Supposons que n soit le produit de deux autres entiers, 



n = n x n . 




Nous pouvons d'abord évaluer 

P(u, — ,UJ2j = 

en fonction de p lu, —,002 Lpuisfp ( u, — ,002 ) en fonction de p(w, 001,002)- 
Comme tout nombre pair est le produit d'une puissance de 2 par un 
nombre impair, nous sommes ramenés à étudier ces deux cas : 1° division 
d'une période par 2 ; 2° division d'une période par un nombre impair. 

49. Division d'une période par 2. - - Nous allons exprimer pu = 

plu, — , 002) au moyen de la fonction Ç(u, 001,002) et de ses dérivées 

(2 e partie, ch. IV, 35). 

La fonction pu admet les périodes 2oo\,2uJ2- Elle admet deux pôles 
doubles distincts et oo\. Aux environs de ces pôles, les parties infinies 

de son développement sont respectivement — ^, -k. On aura 

U Z [U — LO\Y 

donc (35) 

pu = — Ç'u — Ç'iu — loi) + C = pu + p(u — loi) + C. 
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Pour déterminer la constante C, observons qu'aux environs de u = 0, 
le développement de pu, comme celui de pu, est privé de terme constant ; 
donc 

= p(-cJi) + C, 
C = -p(-wi) = -p(wi) = -ei. 

D'ailleurs, d'après la formule d'addition (2 e partie, ch. V, 41) 



p(w - u>i) = -pu - p(-uji) + 



p'u - p'(-ui) 
pu- p(-wi) . 



ou bien, si l'on observe que 



p(-wi) = p(u>i) = e x , 
p'(-uii) = p'{-u>i + 2u>\) = p'{wi) = 0, 



/2„ 



et qu'on remplace p m par sa valeur 



il vient 



4(pu - ei)(pu - e 2 )(pu - e 3 ), 

/ n . (pu - e 2 )(pu - e s ) 

p(u-u>i) = -pu-ei + - 



pu- ei 

Nous avons à calculer p(-u — u>i) + C, c'est-à-dire p(u — ui\) — e\. En 
effectuant le calcul, on trouve 

/ x -(ei + e 2 + es)pu + 2el + e 2 es 

p{u - loi) - ei = . 

pw - ei 

Finalement, si l'on tient compte de la relation 

ei + e 2 + e3 = 0, 
d'où résulte l'identité 

2e? + e 2 e 3 = (e 2 - ei)(e 3 - ei), 
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on trouve 

_ , (e2 - ei)(e 3 - ei) 

pu = pu-\ . 

pu- ei 

50. Division d'une période par un nombre impair. — Soit n = 2m + 1. 

Nous voulons exprimer pu = p(u, — ,0)2) en fonction de p{u,oi\,oi2)- 

n 
Nous nous servirons toujours de la représentation d'une fonction elliptique 

par Ç(u, u)i,o>2) et ses dérivées par rapport à u. 

La fonction pu admet les périodes 2oi\,2oi2 et les pôles distincts 

2co>i 2too>i 
0, ± , . . . , ± . Ces pôles sont doubles, sans résidu ; le développe- 
ra n 

_ 2ku>i 

ment de la partie infinie de pu autour de l'un d'eux se réduit à 

n 

— 2 • Nous aurons donc (35) 

2kuJi^ 

u 

n 

pu=-c' U - k f:c'(u+ 2k ^)+c, 

k=-m ^ ' 

k ^T ( 2koo 1 \ n 

= pu + 2_^ p[u+— — J+c, 

(en excluant la valeur k = 0). Pour déterminer la constante C, nous 
faisons tendre u vers zéro et nous remarquons que les développements 

de pu et de pu ont l'un et l'autre pour partie principale — ^ sans terme 

u 1 
constant, ce qui donne 

E2ku)\ t-^ 2ko>-\ 
P - + G, C = -J> -■ 
n '-^ n 
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D'autre part, nous avons, en appliquant la formule d'addition : 

2 



P[U + 



2kuj\ 



n 



-pu- p- 



2kuj\ 



n 



1 

4 



/ f 2kui\ 

1 pu-p » 

n 

2koj\ 
\ pu- p I 



Substituons dans l'expression de pu ; effectuons le carré de p'u — 

.2kuj\ 
p et remarquons que les doubles produits donnent des termes 



n 



impairs qui doivent se détruire puisque pu est une fonction paire ; nous 
obtenons 



+m 



pu = pu + ^2 



-pu-2p 



2kuj 1 1 P U + V 



2ku>\ 



il 



ii 



2kuj\ 



pu- p 



il 



n 



En remplaçant pu par sa valeur 4p u — g2pu — g%, on voit que 
pu s'exprime bien rationnellement en fonction de pu. 

En résolvant le problème de la division des périodes de la fonction pu, 
nous nous trouvons, comme nous l'avons expliqué (l re partie, ch. II, 7), 
avoir résolu complètement le problème de la transformation de pu. 
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CHAPITRE I 

LES FONCTIONS cr iW, a 02 U, cr 03 W. 

Avant que Weierstrass eût fait prévaloir l'usage de la fonction pu, Abel 
et Jacobi avaient introduit dans la science trois fonctions elliptiques très 
simples que plus tard on appela sn-u, cnw, dn-u et dont il importe de ne 
pas abandonner l'étude parce que, malgré les incontestables avantages de 
la fonction pu, elles se présentent dans mainte application d'une manière 
plus naturelle que cette dernière. Seulement, au lieu de construire a priori 
ces anciennes fonctions elliptiques, nous les ferons dériver de pu. Nous 
les rattacherons très simplement à celles-ci par l'intermédiaire de trois 
nouvelles fonctions elliptiques aoiu, o~çau, o~çftU. 

51. La fonction o~q\u. — L'introduction de cette fonction uoiw repose 
sur la remarquable propriété du radical \/pu — e\ d'être une jonction 
uniforme de u. 

Reprenons en effet la formule (2 e partie, ch. V, 41) 

a(u + v)a(u — v) 

pu- pv = 2 2 ' 

et faisons-y v = ui\. Comme pui\ = e\ par définition, il viendra 

a(u + uj\)a{u — uj\) 

pu- ei = t, ^ . 

a z ua z uji 

En raisonnant comme 2 e partie, ch. III, 32, on voit que 
a (u - wi) = a(u + ui- 2wi) = - e - 2 ^ u +^-^ a(u + wi); 
donc 

a z ua z 0J\ 

V^u-^ï = e-^ a{u + UJl) . 
auaui\ 
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Ainsi \/pu — e\ est une fonction uniforme de u. Ce radical a deux 
déterminations. Celle que fournit l'équation précédente est celle qui, 

pour u infiniment petit, a pour valeur principale + — , puisque la valeur 

u 
principale de au est +u. 

L'inverse de \/pu — e\ est une fonction uniforme que nous désignons 

par oqiu. Ainsi 

1 au aux 
ooi'U = = = e 11 



yjpu — e\ a(u + u>\) 

Nous allons étudier cette fonction o~qiu, importante parce que la 
fonction sn« en est, comme nous le verrons, un cas particulier. 

52. Propriétés de o~q\u. - - Nous allons montrer que cfq\u est une 
fonction elliptique. 

1° ao\u est une fonction impaire. - - Car si l'on change u en — u, 
pu — e\ garde sa valeur. On aura donc 

o-oi(-u) = 

±y/pu - ei 

Seulement, comme la valeur principale du second membre est + — 

u 
quand on prend le radical avec le signe +, c'est le signe — qu'il faut 

prendre, afin que cette valeur principale soit [inverse de celle 

u 
de coi (—«)]• De là résulte 

0"oi(-«) = -o~o\u. 

2° ao\u admet pour période 4lj2- — En effet, changeons u en u + 2c^2 ; 
pu — ei conserve sa valeur. On ne peut donc avoir que 

(TOI (« + 2U2) = ±<T01M. 

Pour décider du signe qu'il faut prendre, donnons à m la valeur 
particulière — u)2, nous aurons 

C01<^2 = ±OQl(-U)2). 
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Mais, Uoiw étant une fonction impaire, c'est le signe — qui convient. 
Donc 

<70l(w + 2cJ2) = -0"O1«- 

Augmentons encore l'argument de 2^2 ; il viendra 

(701 ("U + 4W2) = — <70l(w + 2^2) = C01W- 

Donc 4(^2 est une période de <tq\u. 

On prouverait de même que Aoos en est une aussi. 

3° aoiu admet la période 1io\. --Le raisonnement qui précède est 

inapplicable dans ce cas. Car l'expression Ooi^l = — n'a plus 

y/pu - ei 

de sens quand on y remplace u par —u>i, puisque p(—u>i) = pui\ = e\. 
Nous recourrons à l'expression ci-dessus de (Jq\u par la fonction a. En 
remplaçant dans cette expression u par u + 2u>i, nous avons 

^( M+ 2»o=^<^ ) g '":|^i ) rv 

<t(m + wi + 2o>i) 
Mais (2 e partie, ch. III, 32) 

a(u + 2uJ 1 ) = -e 2r >^ u+ ^o-u, 
a{u + uj x + 2wi) = - e 2? ?i( w + w i+ w i) a(w + wi); 

donc 

, . „ ,, au auj\ 

cjoi m + 2wi = e 771 " — — ■ r = a 01 u. 

a(u + 0J1) 

Ainsi 2u>i est une période de ao\u. 

Cette fonction étant uniforme, doublement périodique, et n'ayant 
évidemment, d'après sa composition, d'autres singularités que des pôles, 
est une fonction elliptique, c. q. f. d. 

53. Pôles et zéros de o~q\u. — Les pôles de o~q\u sont les racines de 

pu — e\ = pu — pu)\ = 0. 
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Ils sont donc donnés par la formule 

u = oj\ + 2m\uJi + 2ni2UJ2. 

Ces pôles sont simples. 

Les zéros de &q\u sont les pôles de pu, et comme ces pôles sont 
doubles, ces zéros sont simples à cause du radical qui porte sur pu — e\. 
Tous ces zéros sont compris dans la formule 

u = 2m\uji + 2rri2U>2- 



54. Equation algébrique entre o~oiu et sa dérivée. - - Pour obtenir 
cette équation, il suffit de remplacer pu par sa valeur e\ H k — dans la 



relation 

p' 2 u = A(pu - ei)(pu - e 2 )(pu - e 3 ). 

On a 

1 , (jf|,M 

pu = ei H — g — ' pu = -2-j—. 

La substitution donne 



a Ôi w 



afau afou 



a a à u 4 ( ! A / ! 

4 -^— = -s— -s h ei - e 2 -s h ei - e 3 

Posons pour simplifier 

e 3 - ei = M 2 , e 2 - ei = M 2 fc 2 . 

L'équation entre Uoiw et sa dérivée deviendra, après suppression du 

4 
facteur — 5 — , 



afau 



og u = (1 - M 2 a§i«)(l - M 2 A; 2 cr^w). 
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55. Les fonctions o~02U, ctq^u. — Les fonctions elliptiques o~02U, o~03 u 
sont définies par des formules analogues à celles qui servent de définition 
à o-qiu : 



CQ2 



C03 



Vp u ~ e 2 



y/pu - e 3 



:>?72" 



,V3 U 



auaoj2 

a{u + uj 2 ) 
auauJs 

a(u + uj s )' 



Insistons un peu sur la dernière expression, car nous n'avons encore 
rien dit de la quantité 773 qui y figure. 

Nous avons introduit les deux quantités 771 = Çu>i, r]2 = (002 en 
étudiant la fonction Çu construite avec les périodes 2ui\, 2lj2 (2 e partie, 
ch. III, 29). On obtient la même fonction Çu en partant des deux périodes 
2us\,2u)3, qui conservent les sommets du réseau construit sur 2ui\,2ui2- 
Cette fonction ("(«, u>i, u>s) introduit à son tour la quantité 

V3 = C^3- 

Nous avons vu que si, prenant la direction 2oj\ pour faire le tour du 
parallélogramme construit sur 2uji,2uj2, on se trouve marcher dans le 
sens direct, on a entre oji, u>2, 771, 772 la relation (2 e partie, ch. III, 29) 



2(m^2 - m^i) 



771. 



Or, l'égalité u)\ + 002 



W3 = se traduit géométriquement par ce fait 
que la période 2^3 est égale et directement 
opposée à la diagonale du parallélogramme 
construit sur 2a; 1, 2u>2- 

Il s'ensuit que les deux parallélogrammes 
construits respectivement sur 2u>2 , 2uû% et 
2cJ3, 2uo\ seront contournés dans le sens di- 
rect, si l'on part du point de concours O' 
des trois périodes, pour le premier dans la 
direction 2w2, pour le second dans la direction 2a>3. Nous n'avons donc, 
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dans la relation ci-dessus, qu'à faire sur les indices une permutation 
circulaire, pour obtenir les deux relations corrélatives 

2(??2W3 - 773^2) = 2(r] S ui - 771^3) = ni. 

Il est facile de voir que ces trois relations, jointes à ui\ + 002 + ^3 = 0, 
entraînent l'égalité 

Vi + V2 + m = 0. 

56. Tableau des propriétés des trois fonctions uoiw, C02W; cfq^u. — A 
chacune des trois racines ei, e2, e3 correspond une fonction elliptique 

1 1 1 

<JQ\U = - , GQ2U = , CT03W = , 

V^w - ei ^pu - e2 y/pu - es 

ou bien encore 

o"0l« = e /1 — — ■ r, a 2W = e /2 — — ■ r, a 0:i u = e 13 — — ■ r. 

a(u + 0Ji) a(u + 0J2) a(u + 0Js) 

Souvenons-nous des trois relations 

coi + 0J2 + CU3 = 0, ei + e2 + e3 = 0, 771 + 772 + ??3 = 0. 

Voici le tableau des périodes, des pôles et des zéros de ces trois 
fonctions 

Fonction Périodes Pôles Zéros 

o~q\u 2u>i,Au>2, 4u;3 u)\ + 2miuj\ + 2m2002 2m\io\ + 2m2<x>2 

ao2U 2ù02, 4:003, 4ui ^2 + 2m\io\ + 2m20O2 » 

0-Q3U 2ù03,4ooi,4ù02 003 + 2miooi + 2m2UJ2 » 

Rappelons-nous aussi que 2cj2 et 2u>3 sont des demi-périodes 
pour Ooiw, c'est-à-dire que o"oi(w + 2^2) par exemple est égal à — o~q\u. 
De même 2u>3 et 2cji pour CT02W, et 2ui\, 2u>2 pour 003M. 
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LA FONCTION SI1U. 

57. Définition de sn-u. - - La fonction sn-u est un cas particulier 
de (Jqiu, celui où le multiplicateur M est égal à 1. 

Ainsi sn-u est une fonction elliptique, et elle est complètement 
déterminée quand on donne le carré de son module k. 

Nous avons vu en effet que la fonction pu est parfaitement déterminée 
par les trois quantités ei, e2, e% (2 e partie, chap. II). Reportons- nous aux 
formules du n° 54 ; si l'on y fait M = 1, elles deviennent 

63 - ei = 1, e2 - ei = k ; 

jointes à ei + e2 + es = 0, elles donnent 

1 + k 2 2k 2 -1 2-k 2 

ei = — , e 2 = ^— , e 3 = -3-, 

et en partant de ces trois quantités qui ne dépendent que de k 2 , nous 
pouvons construire une fonction pu et une seule. A cette fonction pu 
correspond une seule fonction coi u qui est précisément snw : 

1 
sn-u = 



1 + k 2 

py>-\ — - — 



58. Equation algébrique entre sn-u et sa dérivée. — Si dans l'équation 
qui lie o~q\U à sa dérivée (54), nous faisons M = 1, nous obtenons la 
relation algébrique en sn u et sn ; u 



sn'-u = (1 — sn u){l — k sn^ 



u 



La forme de cette équation différentielle à laquelle satisfait snw 
confirme le fait que snw ne dépend que de k 2 . 
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Cette équation différentielle pourrait, avec la condition complémen- 
taire snO = 0, servir de définition à sn-u. 

59. Périodes de sn-u. - - Appelons 2fli,2fl2 les périodes d'une 
fonction pu telle que e% — e\ = 1. 

D'après ce que nous avons dit des périodes de aoiu (52), celles de sn« 
seront 2Çl\ et 4f^2 (et aussi 4Q3) et l'on aura 

sn(-u + 2f22) = — sn-u. 

Ces périodes, nous le savons d'avance, ne doivent dépendre que de k 2 . 
Elles peuvent s'exprimer en fonction de k 2 par des intégrales définies. 
Voici comment. 

Nous avons trouvé (2 e partie, ch. II, 24) pour expressions des moitiés 
des périodes de pu en fonction de ei, e2, e 3 



ui 



ou 

Z = 4(z - ei)(z - e 2 ){z - e 3 ). 

Or z représente ici pu (loc. cit.). Si nous introduisons une variable x 
représentant sn u, elle sera liée à z par la relation 

1 

x = 



£ 3 dz 




n dz 




n dz 


2 Vz' 


U2 = 


Je 3 vZ 


CJ3 = 


J ei vZ 



1 + Jfe 

z + - 



2"' 



d'où z = e\ -\ k. En remplaçant z par cette dernière valeur et 

x z 
2 

dz par dx, on trouve 

x d 

dz dx 



^4(z - ei )(z - e 2 )(z - e 3 ) ±y/(l - x 2 )(l - k 2 x 2 ) 
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Aux valeurs e\,e2,e^ de z répondent respectivement les valeurs 

oo, ±— , ±1 de x, comme cela résulte des expressions ci-dessus (56) de 

k 
ei, e2, e3 en fonction de k. 

Les formules qui donnent u)i,u)2,u>3 deviennent alors, si l'on prend 

pour limites des intégrales les quantités 



oo, 



1 
'jfc' 



par exemple, 



dx 

\/X' 


^3 = 


1 

f k dx 

Joo \/X' 


. - k 2 x 2 ) 







f dx ^ 

h ^ 

où 

X= (l-x 2 )(l 

Telles sont les formules qui permettent de calculer les périodes de sn u 
en fonction du module k. 

La détermination du radical Va est arbitraire, mais la même dans 
les trois formules. Ceci prouve que la fonction sn-u, que nous savons 
être complètement déterminée quand k est donné, ne change pas quand 
on change simultanément les signes des périodes. Ceci n'est du reste 
qu'un cas particulier d'une proposition que nous démontrerons tout à 
l'heure (60). 

60. Cas où le module est réel. - - Ce cas est particulièrement 
intéressant. Il y a alors une période réelle et une période purement 
imaginaire ; ces deux périodes sont perpendiculaires l'une sur l'autre, et 
le réseau des périodes est rectangulaire. 

Nous pouvons supposer k positif, puisqu'on ne donne que k 2 . 

Admettons pour fixer les idées que k est plus grand que 1 ; le point — 

k 
est situé entre l'origine et le point 1. On intègre le long de l'axe des 

quantités réelles. Le radical Va est imaginaire entre x = — et x = 1, réel 

k 
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de x = 1 à x = +00. Par suite ^2 es t réel et fl\ purement imaginaire, 
comme nous l'avions annoncé. 

Mais pour calculer fl\ et ^2 il faut savoir quelle détermination du 
radical vX on doit prendre. Entre les limites 1 et 00, prenons par exemple 

la détermination positive. Entre 1 et — le radical a deux déterminations 
k 

±iy(l — x 2 )(k 2 x 2 — 1). Laquelle choisir? 

Pour le décider, marquons sur l'axe des quantités réelles deux points 

A et B équidistants du point 1, le 

second situé entre 1 et — . Décrivons 

k 
sur AB comme diamètre un demi- 




cercle dans la partie supérieure du 
plan de la variable x et supposons que 
le point x parti de A arrive en B après avoir décrit ce demi-cercle. 
Pendant ce demi-tour, le radical 

\/X = V(l-x 2 )(l-k 2 x 2 ) = Vx- W(x + l)(k 2 x 2 -l) 

doit prendre une succession de valeurs continues. Si les deux points A et B 
sont infiniment rapprochés, ces valeurs seront infiniment peu différentes. 
Par conséquent le facteur \J(x + \){k 2 x 2 — 1), réel et positif en A, est 
resté réel et positif en B. Il suffit donc de savoir ce qu'est devenu le 
facteur \fx — 1. 

Or, si p désigne le rayon du demi-cercle, nous pouvons poser 

x — 1 = p(cos (p + i sin ip) , 
l'angle polaire (f étant nul en A et égal à tï au point B ; par conséquent 
V x — 1 = p2 1 cos — + «sm — I . 

Pour (p = 0, \/x — 1 est égal à p2 7 et, pour cp = 7T, à +ip2. C'est donc la 
détermination 

+iy / (i - x 2 ){k 2 x 2 - 1) 



LES FONCTIONS snw, en m, dnu 



qu'il faut prendre dans l'intégration de — à 1 qui fournit Q\. 

k 

61. THÉORÈME. — La fonction snu est déterminée quand on donne 

le rapport de ses périodes. 

Donnons-nous en effet le rapport — - = r. 

Nous savons que toute fonction sn u dérive d'une fonction pu assujettie 
à la condition es — e\ = 1. D'ailleurs les périodes de sn-u étant 2f2i, 4f^2, 
celles de cette fonction pu sont 2^1,2^2- On doit donc avoir, en se 
rappelant la définition des quantités e\, e%, 

pil 3 - pill = 1, — = T. 

Or pu est une fonction homogène de degré —2 de l'argument u et des 

deux périodes fl\, Q2 (2 e partie, ch. 1, 16). Si donc on changeait fl\, Q2 en 

( ^2 \ 

fiili, ^2 [ ce qui donne toutes les solutions de l'équation — - = r I , on 

V "1 / 

aurait 

1 



p{lxQz) - p{ixQ 



1 



,2 



Il n'y a que les valeurs // = ±1 qui satisfassent à la condition 
63 — ei = 1. Donc une seule fonction pu peut répondre à la question et 
par suite une seule fonction sn u. 

62. Pôles et zéros de snu. — La fonction sn-u étant un cas particulier 
de aoiu, les pôles de sn-u sont (53) les points 

U = fil + 2mifll + 2777-2^2- 

Ces pôles sont simples. Il n'y en a que deux dans chaque parallélogramme 
des périodes. fl\ et fl\ + 2Q2 sont deux pôles distincts. 

Il suit de là que sn« est une fonction elliptique d'ordre 2. 

Les zéros de sn-u sont simples. Ce sont les points 

u = 2miuJi + 2m2U>2- 
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Il y en a deux dans chaque parallélogramme des périodes ; et 2^2 
sont deux zéros distincts. 
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LES FONCTIONS cnw, dllW. 

63. Définitions de cnu et de dnu. — Quand on prend pour base de 
la théorie des fonctions elliptiques la fonction snw, on est obligé, pour 
la simplicité et la symétrie des formules, de lui adjoindre deux autres 
fonctions elliptiques, en u et dnw, que nous allons définir : c'est ainsi 
qu'en trigonométrie on est conduit par la même raison à associer au 
sinus une autre ligne trigonométrique, le cosinus. Cette obligation de 
faire marcher de front l'étude des trois fonctions sn, en, dn constitue un 
désavantage des anciennes fonctions elliptiques, quand on les compare 
à pu. 

Nous définirons cnu, dnu par les relations 



cnu = v 1 — sn 2 -u, 
dnu = v 1 — k 2 sn 2 u, 

complétées par les conditions 

cnO = +1, 
dnO = +1. 

Nous allons montrer que sn m et dn m sont des fonctions uniformes de u. 

En effet, puisque sn-u = = , pu étant assujettie à la condition 

VP U ~ e l 
e3 — ei = 1, nous aurons 



1 y/pu - ei - 1 \[pû zr ëi 

cnu = \l 1 = = 

pu - ei y/pu - ei y/pu - ei 



k 2 \Jpu -ei-k 2 y/pu - e 2 

dnu = 4/1 = , — = , , 

p« - ei y/pu - ei Vpw - ei 
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et par suite 

a iu 



cnu 



dnw 






Comme uoi, co2 5 003 sont des fonctions uniformes de u, la proposition 
se trouve établie. 

Les deux dernières formules, jointes à snn = croiu, montrent que 
siim est une fonction impaire et que cn«, dnu sont des fonctions paires, 
puisque aoi, o"02, C03 sont impaires (3 e partie, ch. I, 52). 

N'oublions pas que les fonctions ooi, 002? C03 qui figurent ici ne sont 
pas les plus générales, à cause de la condition e% — e\ = 1. 

64. Périodes de dnu et de en u. -- Reportons-nous au tableau des 
périodes et demi-périodes des trois fonctions coi, ao2, co3 (55). 

1° La fonction en m a pour périodes 2^2,401,4^3. En effet 

/ , oo \ croi(w + 20 2 ) -O-QiU a iu 

cn{u + 2\i2) = -, — — = = = cnw. 

(J03(u + 2U 2 ) -O- 03 U (T03U 

D'autre part 

i on\ o- 01 (u + 2Q 1 ) a 01 u 

cn{u + 2i2i) = — — - = = - cn-u. 

ao 3 {u + 2il 1 ) -a os u 

Ainsi 2Qi est une demi-période de en u ; on montrerait qu'il en est de 
même de 20,%. Donc en u a pour périodes 4Q\, 4fl^. 

2° La fonction dn«a pour périodes 2^3, 4^2 et 4fïi. Démonstration 
analogue ; 2Q 2 et 2Q\ sont des demi-périodes. 

65. Pôles et zéros de cn-u et de dn-u. — Les pôles de cn-u et dn-u sont 
les mêmes que ceux de sn-u. 

En effet, si l'on se reporte au tableau du n° 56, on constate que les 
pôles de o-q%u et o~Q2U sont différents des pôles de o~o\u. Donc les deux 
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fonctions cn-u = , dn-u = admettront tous les pôles de (Tq\U 

c'est-à-dire de sn-u, savoir 

u = fii + 2mifli + 2ra 2 < à 2 . 

Ces pôles sont simples. 

Elles n'en admettront pas d'autres. Car elles ne pourraient plus avoir 
comme pôles, l'une que les zéros de ao^u, l'autre que ceux de o~02U. 
Ces zéros, communs aux trois fonctions <7oi,<7o2,0"O3, sont les points 
2miQi + 27712^2- Or 217i, 2fÎ2 étant des périodes ou des demi-périodes 
de cnu, dnw, on a 

cn(2mifii + 2777-2^2) = ± en = ±1, 
dn(2mifii + 2m 2 Vt 2 ) = ±dnO = ±1. 

Quant aux zéros de cnti et de dnw, ils ne peuvent être les zéros 
de ctqiu, puisque ceux-ci donnent à en m, dnu les valeurs ±1. 

Ce seront donc : pour en u les pôles de ao^u (qui en effet sont distincts 
de ceux de Uoiw), et pour dnw les pôles de o~02U. 

Par suite, les zéros de en m sont les points 

u = ÇÏ3 + 2miQi + 2m 2 Çl 2 . 
Les zéros de dn u sont 

U = 0,2 + 27771^1 + 27772^2- 

Tous ces zéros sont simples. 

De ce qui précède, on conclut aisément que en u et dn u n'ont chacune 
que deux pôles distincts, ce sont donc des fonctions elliptiques du 
second ordre. Remarquons bien que snw,cnw,dnw n'ont pas le même 
parallélogramme des périodes. 

66. Tableau des périodes, demi-périodes, pôles et zéros de snu,cnu, 
dnu. - - Rappelons que nous appelons demi-période d'une fonction 
elliptique toute quantité qui, ajoutée à l'argument, ne fait que changer le 
signe de la fonction. 
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Demi- 



Fonction périodes Périodes Pôles Zéros 

snu 2fi 2 , 20 3 2Sl 1 ,4fi 2 ,4Sl 3 Oi + 2m 1 Vt, 1 + 2m 2 2 2/71!^! + 2m 2 ft 2 

cnu 2fi 3 ,2fi! 2^2,4^3,4^! » fi 3 + 2miOi + 2m 2 2 

dnw 20i,20 2 2fi 3 ,40i,40 2 » fi 2 + 2m 1 Çt 1 + 2m 2 il 2 



CHAPITRE IV 

DÉRIVÉES DE sn u, en U, dn U. DÉVELOPPEMENTS EN 

SÉRIE. DÉGÉNÉRESCENCES. 

67. Dérivées de sn-u,cn-u, dn-u. -- Reportons-nous à l'équation qui 
lie sn-u et sa dérivée sn' u (58) et à celles qui définissent en m et dn-u (63). 
Nous en conclurons immédiatement 

{sa! u) = (1 — sn u){\ — k sn u), 
sn' u = + en u dn u. 

Nous devons affecter le second membre du signe + et non du signe — ; 
car, pour u = 0, le produit cn-u dn-u se réduit à +1. D'autre part, 

sn« étant par définition égal à = , nous aurons 

VP U ~ e l 

2 

sn u — - " 



2 (V^-ei) 3 2 ^i 

u 

car le radical v/pw — e\ a la valeur principale +— pour u infiniment petit 

u 
(3 e partie, ch. I, 51). 

La valeur de sn' u pour u = est donc +1. 

Pour avoir la dérivée de cn-u, il suffit maintenant de différentier 



cn«= v 1 — sn 2 -u, 
ce qui donne 

. — sn u sn' -u — sn u en -u dn u 

en m 



Vl - sn 2 u cnw 
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OU 

en' u = — snu dnu. 

Enfin la dérivée de dn-u s'obtient en différentiant 



dnu = v 1 — k 2 sn 2 u; 
donc 



dn u 



-k 2 snusn'u — k 2 snu en m dn 



u 



\/l - k 2 sn 2 u dnu 

ou 

dn u = —k snu en u. 

Le système des trois équations différentielles 

sn u = cnu dnu, en u = —snu dnu, dn u = —k snu en u, 

avec les données initiales 

snO = 0, cnO = l, dnO = 1, 

pourrait servir à définir a priori les trois fonctions sn-u, en -a, dn-u. 
On voit sans peine qu'il est équivalent au système 

(sn'-u) = (1 — sn u){\ — k sn u), 
en u = v 1 — sn 2 u, dn u = y 1 — k 2 sn 2 u. 

68. Développements de snu, cnu, dnu en série de Maclaurin. — Les 
trois formules précédentes qui donnent sn' u, en' u, dn u en fonction de 
sn-u, en m, dn m peuvent être différentiées indéfiniment, et donnent de 
proche en proche les valeurs des dérivées d'ordre quelconque en fonction 
de snu, cnu, dnu. Si l'on fait alors u = 0, et par suite sn-u = 0, cnu = 1, 
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dnw = 1, on aura les coefficients des développements des trois fonctions 
suivant les puissances de u. On trouve ainsi 

l + k 2 3 

sn u = u u + . . . , 

6 

1 2 

en u = 1 — - u +..., 

k 2 

dnu = 1 u +.... 

2 

L'aspect de ces développements confirme le fait que sn-u est une 

fonction impaire, et que cnu et dnu sont des fonctions paires (63). 

69. Dégénérescences de sn-u, cn-u, dn-u. — L'équation différentielle 

(§ a = (i-,»)(i-*V), 

à laquelle satisfait sn u, fait immédiatement connaître les dégénérescences 
de sn-u, et par suite celles de cn-u, dn-u, dans les deux cas limites k = 
et k = ±1. 

1° Si k = 0, cette équation donne x = sin-u sans constante d'inté- 
gration, car x doit s'annuler en même temps que u. Ainsi sn-u dégénère 
en sin u ; par suite en u en cos -u, et dn -u se réduit à 1 . 

2° Si k = ±1, l'intégration donne 

u = 

d'où 

~ e" + e~ u 
Donc sn u dégénère en tang h u, et par conséquent en -u et dn -u en 





îx 1 1 + x 


1- 


2 o & i 

- x z 2 1 — x 


e u - 


_ e -u 



cosh-u 
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.'1 



ADDITION DES ARGUMENTS. EQUATION D'EULER. 

MULTIPLICATION DE L'ARGUMENT DES FONCTIONS 

snw,cnw,dnw. 

70. Expression de sn(u + v ) + sn(-u — v) en fonction rationnelle desnu. 
— Pour rester fidèle à l'esprit de notre méthode, nous devrions déduire la 
formule qui donne sn (u + v ) en fonction de sn -u , sn i> , en -U , en i> , dn -U , dn ?; , 
de celle qui fournit l'expression de p(u + v) au moyen de pu, pv, p'u, p'v 
(2 e partie, ch. V, 41). Ce calcul étant pénible, nous préférons employer 
les considérations assez simples que voici. 

Cherchons s'il est possible d'exprimer rationnellement au moyen 
de sn u la fonction 

f(u) = sn(-u + v) + sn(-u — v). 

Elle admet comme sn-u les périodes 2fli,4fl2. Les pôles, simples 
comme ceux de sn-u, sont donnés par la formule 

u = =fw + fli + 2miVl\ + 2m2^2- 

Les pôles distincts sont au nombre de quatre, par exemple 

-v + fii, -f + ^i + 2^2, +v + iïi, +v + Qi + 2Q 2 - 

La fonction elliptique f(u) est donc du 4 e ordre. 
Il est facile de former une fonction rationnelle de snti aux mêmes 
périodes et aux mêmes pôles que f(u). La plus simple possible est 

1 1 



¥>( 



u 



sn-u — sn(— f + fli) sn-u — sn(i> + Q\) 

En effet, la fonction sn u — sn(— v + fl\) étant, comme sn«, du second 
ordre, admet deux zéros distincts; l'un est évidemment u = —v + fl\, 
l'autre est 

u= -v + €li + 2fl 2 , 
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car 2fl 2 étant une demi-période, on a 

sn(-f + Qi + 2fi 2 ) = - sn(+w - fli) = + sn(-u + fïi). 

De même sn u — sn(i> + fii) admet les zéros v + fli, v + Qi + 2^2- 
De là résulte que <p(u) admet les mêmes pôles que f(u). 

Ces pôles étant simples, le quotient — — — ne peut admettre d'autres 

cp{u) 

pôles que les zéros de (fi(u) et d'autres zéros que les zéros de f(u). 

Etudions maintenant ce quotient. Nous allons montrer qu'il a mêmes 
zéros et mêmes pôles que sn u. 

1° Pôles de — — — . — L'expression de tp(u) peut s'écrire 

cp(u) 



<p( 



II 



sn 2 u — sn 2 (i> + fli) ' 



car 



— sn(— v + f^i) = — sn(— v + fli — 2fli) 

= — sn(— v — fli) = + sn(t> + fli). 

Les zéros de <f(u) sont les pôles de sn 2 -u. Ces pôles sont les mêmes 
que ceux de sn u, savoir 

fil + 2mifli + 2m2^2! 

seulement ils sont doubles. 

D'autre part, f(u) admet les zéros 

fli + 2mifli + 2m2^2, 

dont deux seulement, par exemple fli et fli + 2fl 2 , sont distincts, car 

f(fli) = sn(Qi + v) + sn(fli - v) = sn(Qi + v) - sn[2fli - (fli - v)] 

= sn(fli + v) — sn(fli + v) = 0, 
f(fli + 2fl 2 ) = sn(Qi + 2fl 2 + v) + sn(Qi + 2fl 2 - v) 
= — sn(fli + v) — sn(^i — v) = 0. 
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Ainsi f(u) admet pour zéros les pôles de <p{u). Ces zéros étant simples, 

f ( \ 

tandis que ces pôles sont doubles, — — — admet pour pôles simples les 

cp{u) 

points Q,i + 2mifl\ + 2m2^2, qui sont précisément les pôles de sn-u. 

2° Zéros de . - - Ces zéros, nous l'avons dit, ne peuvent être 

cp(u) 

que des zéros de f(u). Ceux-ci sont au nombre de quatre distincts, 
puisque f(u) est une fonction elliptique du quatrième ordre. Nous en 
connaissons déjà deux, fl\ et Çt\ + 2fl2 qui, nous venons de le voir, 

n'annulent pas — — -. Vérifions directement que les deux autres sont les 

cp(u) 

zéros distincts de sn-u, savoir et 2fl2- En effet 

/(0) = snv + sn(— v) = 0, 
f{2Q 2 ) = sn(2^ 2 + v ) + sn(2^ 2 - v) = -snv - sn(-w) = 0. 

La fonction elliptique — — -, ayant mêmes périodes, mêmes zéros 

(p(u) 

et mêmes pôles que sn-u avec le même degré I de multiplicité, est 



proportionnelle à sn u : 



Csn-u. 



On a donc, en remplaçant f(u), ip(u) par leurs valeurs, 

, . , . C sn u 

sn(u + v ) + sn(u — v) 



sn 2 u — sn 2 (i> + fli) 

Nous déterminerons tout à l'heure la constante C, mais il importe 
d'abord d'exprimer sn(i> + Cl{) en fonction de snv. 
Les pôles de sn(w + Q{) sont donnés par la formule 

v + fli = fl\ + 2mifl\ + 2m2fl2, 
d'où 

V = 2m\fll + 2777-2^2! 
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ses zéros par la formule 

V + fil = 2miQ,\ + 2777-2^2, 

d'où 

v = —fli + 2mifli + 2777,2^2 = fli + Im'ifli + 2m 2 r22- 

Ainsi sn(w + fli) a pour pôles les zéros et pour zéros les pôles de snw ; 

donc 

A 

snfîj + fli) = . 

snw 

Pour déterminer la constante A, faisons snw = 1, d'où cnw = 0, 

relation vérifiée par v = fis (66) ; il viendra 

A = sn(Q 3 + fli) = sn(-Q 2 ) = - sn(£l 2 ), 

mais l'on a (66) dn fl2 = 0, c'est-à-dire 1 — k 2 sn 2 il 2 = 0, par conséquent 

A 2 = sn 2 fl 2 = p 

et 

sn 2 (v + fli) = — — — . 
K z sr v 

Substituant dans la formule qui donne sn(w + v) + sn(u — v), on a 

Csn« C'snw 



sn(w + v) + sn(w — v) 



9 I- 1 — k 2 sn 2 u sn 2 v 

smw 



k 2 sn 2 - 



Pour déterminer C (qui ne dépend que de v), prenons les dérivées des 
deux membres par rapport à u, et faisons u = ; en tenant compte de ce 
que cnTj, dni> sont des fonctions impaires, nous obtiendrons facilement 

C ; = 2snw dnw. 
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Finalement 

, . , . 2 sn-u cni> dni> 

snf-u + v) + sn(u — v) = -^ — s k—. 

1 — k A sn z u sn z v 

71. Addition des arguments pour les fonctions sn, en, dn. — Si nous 
ajoutons à l'équation précédente celle qu'on en déduit en y changeant u 
en v et v en u, on obtient la formule d'addition des arguments pour la 
fonction sn 

sn u en v dn v + sn v en u dn u 

sn m + v) = — . 

1 — k z sn z u sn z v 

On en conclut aisément celle qui donne cn(it + v). On a en effet 

en (u + w) = 1 — sn (-u + i> ) 

(1 — k 2 sn 2 -u sn 2 v) 2 — (sn-u cnt> dnv + snt> cn-u dn-u) 2 
(1 — k 2 sn 2 -u sn 2 t> ) 2 

Or 

0^ 

1 — k sn -u sn v = en -u + sn -u dn u = en w + sn w dn -u. 

Si l'on remplace au numérateur (1 — k 2 sn 2 u sn 2 v) 2 par 

(en m + sn -u dn i>)(cn v + sn u dn m), 

ce numérateur prendra la forme (cn-u cnw — sn-u dn-u snv dnv) 2 . Ex- 
trayant la racine carrée, on aura la formule cherchée 

en u en v — sn u dn u sn v dn v 
cn(ii + v) = — 



1 — k 2 sn 2 



-u su'!) 



Il faut prendre le signe + devant les deux membres pour qu'ils 
deviennent identiques si l'on y fait v = 0. 
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On vérifiera de même l'expression de dn(w + v) 

dn m dn v — k 2 sn u en m sn v en v 



dn(w + v) 



1 — k 2 sn 2 -u sn 2 



72. Equation d'Euler. -- La formule d'addition pour la fonction sn 
donne le moyen d'intégrer immédiatement l'équation différentielle d'Eu- 
ler 

dx dy 



^(l-x 2 )(l-k 2 x 2 ) ^ (l - y 2 )(l - k 2 y 2 ) 
Posons 



0. 



dx dy 

du: — = = dv. 



y/(l-x 2 )(l-k 2 x 2 ) y/(l-y 2 )(l-k 2 y 2 ) 

Nous satisfaisons à ces deux dernières équations différentielles en 
prenant 

x = sn-u, y = snt>. 

Par la substitution des variables u,v aux variables x, y, l'équation 
d'Euler devient du + dv = 0, d'où 

u + v = const., sn(w + v) = C. 

Remplaçons sn(-u + v) par sa valeur ci-dessus (71) et remarquons que 



cn-u = y 1 - 


- x 2 , dn-u = y 1 — fc 2 x 2 , 


env = y 1 - 


- y 2 , dnw = y 1 — fc 2 j/ 2 ; 


aV(l-î/ 2 )(l" 


- A; 2 ?/ 2 ) + 2/^/(1 - x 2 )(l - k 2 x 2 ) 




1 — k 2 x 2 y 2 



il vient 

T ,/n - 7 / 2 Vl -À- 2 7/ 2 ï 4- vJ(1 -rr 2 Vl - fc 2 rr 2 ï 

C. 
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Donc l'intégrale générale de l'équation d'Euler est algébrique. Ce 
résultat est bien remarquable si l'on songe que l'intégrale de l'équation 

plus simple 

dx 
— , = = du 

^(l-x 2 ){l-k 2 x 2 ) 

est transcendante ; cette intégrale est 

x = sn(w + C). 

73. Multiplication de l'argument de snw, cnw, dn-u. -- Si, dans les 

formules (71) qui donnent sn(w + v), cn(w + v), dn(w + v), on fait v = u, 

on trouve 

2sn-u cn-u dn-u 

S n2 «=— : 72 4 , 

1 — k z sn 4 u 
Ainsi sn2w, cn2w, dn2w s'expriment rationnellement en fonction de 
sn-u, cn-u, dnu. 

Il en est de même de sn mu, en mu, dn mu ; et l'on obtiendra de proche 
en proche les expressions de ces fonctions en faisant v égal successivement 
à lu, 3u, . . . dans les formules d'addition. 
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CHAPITRE I 

LA FONCTION 0. EXPRESSIONS DE pu, Çu, (TU AU 

MOYEN DE CETTE FONCTION. 

En partant des périodes comme données, nous avons formé les 
expressions de pu,Çu,au (2 e partie, ch. I, 15; ch. III, 26, 28). Ces 
expressions qui sont des séries à double entrée ne sont évidemment pas 
commodes pour calculer ces fonctions. Mais l'introduction des quatre 
fonctions 6, 61,62, #3 de Jacobi va nous fournir le moyen le plus pratique 
pour exécuter ce calcul. 

74. Construction de la fonction du. - - Il est facile, en partant 
de au, de construire une fonction entière simplement périodique du, de 
demi-période 2a; 1, c'est-à-dire telle que 6{u + 2o>i) = —du. 

Posons en effet 

6u = <p(u) ou, 

d'où (2 e partie, ch. III, 32) 

6{u + 2wi) = -6u = -<p(u + 2wi) e 2ïll{u+UJl) au. 

La comparaison entre cette équation et la précédente montre que l'on 
doit avoir 

ip{u + 2wi) = e~ 2vi{u+UJl )<p(u). 

La manière la plus simple de choisir <p(u) de façon à satisfaire à cette 
condition est de prendre 



<f(u) = 


l Viu 2 

A 


étant une constante. Par suite 




A6u = 


2 
e 2u) i au. 
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La fonction A Ou étant entière, périodique, de période Aui\ (puisqu'elle 
admet la demi-période 2u>i), est développable en série de Fourier : 



+00 „ • +CO 

. . rrrt 2-iriu . __ -kiu 

V^ a m A , , V^ , m 77--— 



AOu = ^ A m e m ^ = y^A r 



-DC 



Déterminons les coefficients A m . 

D'abord nous savons que Ou change de signe quand on accroît u 
de 2ui\. Chacun des termes du développement est alors multiplié par 

e m ^Êr = e m-Ki = / +1 Sl m eSt Palr ' 

1—1 si m est impair. 

Il suffit donc que les coefficients des termes où m est pair soient nuls, 
et cela est nécessaire comme on le démontre dans la théorie de la série de 
Fourier. Le développement se réduit par suite à 

+00 
A Ou = 2^ A 2n+1 e [ >^ï. 
— 00 

En second lieu examinons l'effet sur Ou du changement de u en u + 2u)2 ■ 
Ce changement multipliant au par — e +2m ^ u+u;2 ' (2 e partie, ch. III, 28), 
on aura 



-Vi 



("+2^2) 2 



A 0(u + 2u 2 ) = -e n 2 -i . e ^ u+UJ2) au 

C'est ici que nous utilisons l'importante relation (2 e partie, ch. III, 
29) 

2(rnuj2 - m^i) = ni. 

U>2 

N'oublions pas qu'elle suppose que la partie imaginaire du rapport — 

u>i 

est positive (sinon le second membre serait égal à —ni). 
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Cette relation nous donne 

. U+L02 

6{u + 2u 2 ) = -e~ m ~^~ Ou. 
La propriété de la fonction 9 de se reproduire multipliée par l'exponen- 

. u+u>2 

tielle — e " ' w i détermine tous les coefficients de son développement. 
On a, en effet, d'une part, 

^^!(2n-l) 



— 00 

d'autre part, 



--1 



• u+lûo j~°° mu / . -, n • u+w 2 

-e w i A6^m = -2_^A 2n +ie 2ZJ ï ^ 



— 00 

+oo 



E. 7rz ,) z (2n-l) -2^711-^ 

— oo 

Nous avons là deux séries de Fourier qui doivent être identiques : on 

jriu 
sait qu'alors ceux de leurs termes où l'argument est affecté du même 

multiple entier doivent être égaux. On en conclut 

A 2n -i = -A 2îï+ ie <"i. 

Si, pour abréger, on pose 

. Un 
^ HT 

g = e w i , 



on aura 



A A ^2n , a „2n+2(n—l) 

Mn+1 — -Mn-lQ — +A 2n _3<? v > — ... 

= (_i)^Aig 2[ïl+(n_1)+ "' +1] 

2n(n+l) 1 / , 1\2 

= (-1 ) n A 1 g^^ = (-1 ) n Ai g"? . q y n+ ?) . 
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Prenons Ai égal à — iq^ ; il en résultera 

a - ( " 1)n >+è) 2 

A2n+1 — : — <? v 2J ■ 

% 

La série Ou est dès lors complètement déterminée, et son expression 
définitive est 

^ = i;5-W^)% (2n+1) ^. 

— oo 

75. Expressions de au, Çu, pu en fonction de Ou. 
1° Pour avoir au en fonction de Ou, il suffit de déterminer A dans la 
formule (74) 

2 

e ~^ J Ï au = AOu. 
Pour déterminer A, développons en série de Maclaurin les trois fonctions 

2 
"~2T 



e 2w i , au (2 e partie, ch. III, 31) et Ou, nous aurons 



i-^+^^-...W +( w+...) 

= A (flO + uO'O + -^/'0 + -^0"'0 

L'identification donne 

A 0'"O 771 



#0 = 0, A0'O = 1, #"0 = 0, 



6 2wi 

d'où l'on tire 

1 771 1 0"'0 

et nous avons l'expression cherchée de au 

a-u = e^i — = e B e'o — . 
#'0 0'O 
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2° En prenant la dérivée logarithmique de cette expression, on trouve 

1 0"'O e'u 

LU = — U -\ . 

s 3 0'O Ou 

3° DifTérentions cette dernière formule et changeons les signes des 
deux membres ; nous aurons 

_ i e'"o eu e"u - e' 2 u 

F "3W Wu • 

Ces trois expressions de au, Çu, pu résolvent le problème que nous 
nous étions proposé, de calculer ces trois fonctions en les représentant par 
des séries simples. Toutefois la dernière formule n'est pas très favorable 
au calcul de pu. Nous en obtiendrons de plus appropriées au même 
objet en introduisant, après Jacobi, trois nouvelles séries 6\u, 62U, O^u 
très analogues à Ou. Ces séries sont également utiles pour représenter 
sn-u, cnw, dnu. 



CHAPITRE II 

LES FONCTIONS 9iU, 9 2 U, 9^U. EXPRESSIONS DE 
sn u, en U, dn U PAR LES FONCTIONS 0. 

76. Les fonctions 0\u, O2U, 0%u. — L'étude de Ou va nous conduire à 
ces nouvelles fonctions. Cherchons ce que Ou devient quand on augmente 
l'argument u successivement de u>i, u>2, ^3- 

1° Augmentons «dewi. Nous aurons 

+00 



1 . . / i\2 m ,i\ m \ u + u l) 

i *-^ 

—00 

Or 

e (2n+l) «%gÛ = e(2n+1) * e (2n+l) ™ = ( _ 1)n .^n+1) fg _ 

Si donc nous posons 

+00 



^) = 5>(^) 2 e (2 ™ +1) 



2TJf 



nous aurons 

0(u + cji) = 0\u. 

2° Augmentons ttdew2, il vient 

+00 



-00 
ou bien, si nous changeons n en n — 1, 

+00 



7rt(u+a;2) 



w+ . 2 ) = ^(-ir^) 2 e (2 - +1) ^ 



6»(m + u;2) = t> (-1) V ^ e v ; M e v ; M. 
1 < j 



-DC 
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Mais, en se rappelant (74) que e w i = q, on a 

(n-l^l 2 (2n-lWi £f (n-l) 2 n-l n 2 -\ 

q [n 2 ; g V ; 2^" = g (n 2 J g 71 2 = q n q 3; 



par suite 



_, . +00 

1 1 _ TTIU 9 On ntU 

6(u + u 2 ) = — g"ïe ^ Vf-l) 71 ^ e ^T 

—00 

Si donc on pose 

+00 

9 2r 7rra 



^ 2 = ^(-l)> n e 2=1, 



on aura 

9(u + UJ2) = iq~ z e ^ #2«- 
3° Augmentons w de W3 ; 0-u deviendra 

6(u + CJ3) = 0(w - loi - UJ2) 

lt^. t , 1\ 2 C2n I 11 "("-^1-^2) 

= i^(_l)n g (n+è) e ( 2rl+1 ) 2ZJI 

—00 

Or 



; (2n + l) "(^1-"2) = e (2n + l) ™ e -(2n + l) f <,-(«+*)« g 



= -(-iriq-(n+h) e {2n+1) 
Par conséquent 



2ZJf 



[U + W3) 



+°° !,2 



^ç(^è)%-(-+è) e (2n+1) ^ 

—00 

+ CX) 

_ 1 ™ ^ 2 2n £^ 

-g 3 e 2 ^! 2_^g e 5 =ï. 
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Si donc on pose 



+00 



,2 2r 



#3« = XI?" e "^ 

—00 

on aura 

0(u + cj 3 ) = -g"? e 2 ^ # 3 m. 

Rapprochons les quatre séries qui représentent 9u, 9\u, $2U, 6311, ainsi 
que les trois relations qui lient la première de ces quatre fonctions aux 
trois autres : 

-, +00 „ 

0u = -2_^(-l) n qV n+ ï) e '^ï, 

—00 

+00 „ 

— 00 

+00 

—00 
+00 

e 3U = J^i e x - 

—00 

9{u + wi) = 9\u, 

1 _ 7VÎU 

9(u + uj2) = iq~^ e ^ 02U, 
0(u + cj 3 ) = -g"? e 2 ^ 3 u. 
Rappelons-nous la signification de q 

Tll —£- 

q = e w i . 

77. Expression de o~oiu, 0-Q2U, aosu par les fonctions 6. — Reportons- 
nous à la définition (3 e partie, ch. I, 51) des fonctions elliptiques 
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<7oi«, cro2"U, o'03'U qui servent de traits d'union entre pu d'une part et 
sn u, en u, dn u de l'autre. 
Nous avons d'abord 

auauji 
<7oi« = e' 1 



<j(w + u;i) 

Il n'est pas difficile d'avoir l'expression de <tq\u au moyen des 
fonctions 6, puisque nous connaissons celle de au (75), savoir : 

m£ eu 

au = e 2w i — -. 
0'O 

Nous en concluons 

awi = e 2 — — = e 2 — — 
1 #'0 #'0 

qi^i) 2 eiu + ujj) m(l+"i) 2 $ lU 
a(u + wx) = e^^ — = e^^ -^. 

Donc 

0iO #w 

Un calcul peu différent conduirait aux deux autres expressions 
analogues 

9 2 9u 
ao2U = WÔ^u> 

# 3 o eu 
ao3U = ¥ô^u- 

Pour obtenir la dernière par exemple, il suffit de se reporter (55) à la 
formule 



0-03W = e 



r) 3 u 



(JU(JLl>3 

<t(w + u;3)' 
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et d'y substituer la valeur ci-dessus de au en fonction de 0u, ainsi que les 
valeurs suivantes qu'on en déduit : 

^3 U3 Wf| i 3 O 

n( u +^ 2 6(u + w 3 ) f ' l( " + ^) 2 i ™ # 3W 

Il vient ainsi 

r?^ 2 W^| _ 7rin -r?i(^+o;3) 2 # g 6»ÎA 

a 03 u = eWe^Te^Te 2^1 e 2^ _^ . 

#'0 # 3 w 

et il est facile de constater que le facteur exponentiel se réduit à l'unité à 
cause de la relation 

2(773^1 - 771W3) = ni. 

78. Expressions de sn u, en u, dn u par les fonctions 9. — Rappelons- 
nous que sn u, cnw, dn u dérivent d'une fonction pu aux périodes 2f2i, 2^2 
pour laquelle on a es — e\ = 1 (3 e partie, ch. II, 57) , et que l'on a (3 e partie, 
ch. II, 57, et ch. III, 63) 

o-qiu a iu 
sn-u = coi w, cn-u = , dn-u = . 

Œ03U GQ2U 

Appelons 0, Gi, 02, 03 les fonctions 6, 6\, 62, #3 dans lesquelles ui\ et 002 
sont remplacées par Çîi, Q2, nous aurons ces expressions de sn u, en u, dn u 
par les fonctions 

0iO Ou 
sn-u 



cn-u 



e'o 9i«' 

0iO 3 w 

e~3~ô ©Tû' 

0lO 02« 

dn tt = — — - — — . 
2 O 0iw 
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Il ne faut pas oublier que dans ces formules les périodes de 
sn u, cn-u, dn-u sont respectivement : 2fii et 4^2 ; 2^2 et 4ili ; — 2(f2i + 
fi 2 ) et 4fii (3 e partie, ch. III, 66). 



CHAPITRE III 

CALCUL DE pu, SI1 M, en M, dn U EN FONCTION DES 

PÉRIODES. 

79. Calcul de pu en fonction des périodes. -- L'expression de cfq\u 
par les fonctions 9 nous fournit le moyen pratique de calculer pu pour 
chaque valeur de l'argument u, quand on donne les périodes 2o>i, 2u>2- On 
a en effet (3 e partie, ch. I, 51) 

1 

VP U ~ e i 

d'où (77) 

fe'o e lU 

Comme les fonctions 6 ne dépendent que des périodes, on pourra 
calculer pu quand on saura évaluer e\ en fonction de uo\,uo2- C'est un 
calcul que nous apprendrons à effectuer tout à l'heure (81). 

80. Problème inverse. — On donne pu et l'on propose de calculer les 
valeurs correspondantes de u. 

Soit uq l'une d'elles ; toutes les autres ont pour expression 

u = zt-uo + 2miuJi + 2rri2U>2- 
Or on a les formules analogues à celles du n° précédent, 

. 0'O 9 2 u 

Vpu - e2 = eVo^u-> 
, e'o e s u 

Vpu - e3 = W^u- 

Divisons-les membre à membre et posons 

y/pu - e 2 2 



±b 



Vp u - e 3 ^o' 
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b sera une quantité connue, si l'on a préalablement calculé e2,e^ en 
fonction de ui\,ui2, calcul que nous allons faire tout à l'heure (81). 
On aura alors pour déterminer u l'équation transcendante 

$2U , 6311 — $2U 1 =F b 

= ±0 ou — = . 

63U 63U + U2U 1 ± b 

Pour la résoudre, il convient de changer de variable et de poser 

z = e 7 ^ 



ni — & - 



d'où, en se rappelant qu'on a (74) q = e w i 

z 2 = e ±^ e (2m lWl +2m 2W2 ) g = q2 m 2 e ±^_ 

Ainsi à chaque valeur de pu correspondent une infinité de valeurs de z 2 
formant deux progressions géométriques de raison q 2 ; ces valeurs sont 
deux à deux réciproques l'une de l'autre. 

TTJU 

Si dans les fonctions 62U, 63U, on remplace e 2 ^ par z, qu'on groupe 
les puissances de z égales et de signe contraire, et qu'on divise 63 — $2 
par 63 + 62, on obtient 



9 1 z + ~2 I +9 I z 



z 2 " V 2V 1=F& 



Cette équation a pour racines les valeurs de z en nombre infini formant 
les deux progressions géométriques dont on vient de parler. 

Une première approximation, légitime parce que le module de q est 
inférieur à 1 (voir 80 bis), donne 

( 2^ l \ l ^ b 

q V + T 2 ) = ï±-b- 
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On a ainsi deux des racines, qu'on calculera d'ailleurs aussi exactement 
qu'on voudra par approximations successives. 

Connaissant l'une des valeurs de z 2 ,ona la valeur correspondante uq 

de u par l'équation 

^1 i 2 

uq = — log z , 

où le signe log désigne une seule des déterminations du logarithme. Les 
autres valeurs de u sont données par la formule 

u = ± — logz + 2micui + 2rri20O2- 
ni 

80 bis. REMARQUE. — Il importe visiblement, pour la convergence 
rapide des approximations qui fournissent la valeur de z, que q ait le 
plus petit module possible. Or pu ne change pas quand on substitue 
aux périodes données des périodes équivalentes, c'est-à-dire conservant 
les sommets du réseau. Voyons comment il faut choisir ces périodes pour 
que le module de q soit minimum. 

Si r désigne le rapport des périodes, nous avons (l re partie, ch. I, 4) 

2^2 «2 + foi 

t = - — = — = n — 1- — — ^r — % = r + si. 

2lui «i + pi% 

D'ailleurs 

q = 

Les calculs que nous avons effectués sur les fonctions 9 impliquent 
qu'on ait choisi ui et 002 de façon que s, coefficient de la partie imaginaire 
du rapport des périodes, soit positif; donc mod. q est plus petit que 1. 
D'ailleurs ai/32 — cu2/5i désignant l'aire P du parallélogramme des périodes 
(l re partie, ch. I, 4), on peut écrire 

P 



= 


ai«2 + PiP2 
al + pj 


+ 


ai, 




- «2/ 


h. 

— 1 


e mT , mod. ■ 


7 = 


= e~ 


-7TS 







(mod. loi) 



Or tous les parallélogrammes formés par des périodes équivalentes 
étant équivalents (l re partie, ch. I, 5), P est une constante du réseau. 
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Par suite, pour que mod. q soit le plus petit possible, 5 devant être le 
plus grand possible, on devra prendre pour 2uj\ la période de module 
minimum. 

81. Calcul de ei,e2,e3 en fonction des périodes. - - Il nous reste 
à déterminer en fonction des périodes les trois quantités ei,e2,e3, 
indispensables, comme nous l'avons vu (79 et 80), pour le calcul de pu. 

Dans la formule du n° 79 qui fournit pu, nous n'avons qu'à faire 
successivement u = ui2, u = 0J3 ; nous aurons 

i/'O ;/|u/2 
e2 - ei 



e 3 - ei 



0iO 9u 2 

e'o 6^3 



_9 1 9u 3 

Nous allons transformer ces formules de façon que les symboles 9 ne 
portent que sur l'argument 0. 

Pour cela reportons-nous aux formules rassemblées à la fin du n° 76. 
Dans la formule qui donne 9(u + UI2) faisons u = 0, nous aurons 

_i 

9lû2 = iq 5 O2O. 

Dans celle qui donne 9\u faisons u = ui2, il viendra 

0l u 2 = J2 9 (n+è)2 e^^" ^=9"^ q {n+lf = q'* 9 3 0. 
Dans la formule qui donne 9{u + uo3) (76), faisons u = 0, nous trouvons 

0u> 3 = -ç~2 3 O. 
Enfin dans celle qui donne $(u + ui{), faisons u = ui 3 , nous obtenons 
$iu>3 = $(u>3 + u>i) = 9(-U)2) 

= I^(_i r ^+è) 2 e -(^)-^ 

= - ^2(-i) n (f 2 q~^ = -iq~* #20. 
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Les séries #0, #i0, # 2 0, OsO ne dépendent que de g = e w i , c'est-à-dire 
que du rapport r des périodes. 

Mais $'0 dépend à la fois de r et de u>\. Pour mettre cette dernière 
quantité en évidence, appelons du ce que devient la série Ou lorsqu'on y 
fait 2a>i = 1 ; il est clair que l'on a 

1 



e'o = 

î9'0 ne dépendant que de g. 

Les expressions de e 2 — ei, es 

e 2 - ei = - 
e3 - ei = - 



2cji 



#'0, 



e\ deviennent alors 
1 tf'O^O" 12 



2cji 0iO # 2 
1 tf'O 9 2 



2uo x 0x0 # 3 
0, elles permettent de calculer ei, e 2 , e3 



Jointes à la relation ei + e 2 + es 
en fonction des périodes. 

82. Calcul de sn-u, en u, dn-u en fonction du rapport des périodes. - 
Nous avons vu (3 e partie, ch. II, 59) que sn« et par suite, cnw, dn-u ne 
dépendent que du rapport de leurs périodes. Nous allons le démontrer 
d'une autre manière et du même coup donner le moyen pratique de 
calculer ces trois fonctions quand on connaît ce rapport. 

Rappelons-nous toujours que ces fonctions dérivent d'une fonction pu 
aux périodes 2Q\, 2f2 2 , et telle que es — e\ = 1. Le carré du module k 2 



est égal à e 2 — ei et par suite à 



e 3 o 



e 2 - ei 



. Donc 



e 2 o 



es 

1 + 



ei 



2g + 2g 4 + 2g 9 



1 - 2g + 2q 4 



On voit que k 2 ne dépend que du rapport r 



2g 9 + 



(puisque q = e 7 



Or nous savons que la connaissance de k 2 suffit pour déterminer 
sn-u, cn-u, dn-u. 
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Maintenant, comme e% — e\ est égal à 1, on aura, en extrayant la 
racine de l'expression ci-dessus de e^ — ei, 

1 tf'O e 3 o 

relation qui donnera fïi en fonction de q, c'est-à-dire de r. On peut 
prendre indifféremment l'une ou l'autre des déterminations. 

Connaissant Qi, on pourra, pour chaque valeur de u, calculer 
sn u, en u, dn w par les formules du n° 78. 



ADDITIONS 

Au n° 51 (3 e partie, ch. II) nous avons laissé au lecteur le soin de 
vérifier la formule 



o(u - 2wi) = -e" 2 ^-^ 



v > ou. 



On l'établit immédiatement en changeant u en u — 1io\ dans la 
relation démontrée (2 e partie, ch. III, 32) 



a(w + 2wi) = -e^i^+^i) 



ou. 



Au chap. III de la 2 e partie, nous avons indiqué ce que devient ou 
dans le cas seulement où l'on ajoute à l'argument u l'une des périodes 
2uji,2uJ2 de pu (en supposant que les moitiés u>i,u>2 ne son t pas des 
périodes de cette dernière fonction). 

Il est utile de savoir ce que devient ou quand on augmente u d'une 
période quelconque 

2u = 2m\iû\ + 2m20O2- 

Augmentant d'abord de 4a; i, on a 



o(u + 4wi) = o(u + 2o;i + 2wi) = _ e 2 ^+2^i+^i) a ( u + 2i0l ) 

= +e 2»/i(«+3wi) e 2ta(«+wi) aM = ^ [2^+^(1+3)] au 

En calculant ainsi de proche en proche, on arrive à 

o(u + 2miWi) = (~l) mi e 2»»l["H«+«i(l+3+-+2mi-l)] au 
= (_l) m l e 2m 1 ^i(ti+m 1 aj 1 ) ^ 

Cette formule subsiste quand m\ est négatif, comme cela résulte 
évidemment de l'expression ci-dessus de o(u — 2a>i). 
Cela posé, nous avons 



o(u + 2a;) = o(u + 2ra\uj\ + 2m2a;2) 



(-l) m 2 e 2m 2V2 (u+2m 1 u; 1 +m 2 u; 2 ) ^ + 2miWl ) 
('_l) m l+ î7l 2 e 2m 2 î?2(M+2m 1 aJ 1 +m 2 a;2)+2m 1 J7 1 (u+m 1 c l ; 1 ) ^ 
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L'exposant de e contient le terme 4mim2?]2Wi qui, si l'on tient compte 
de la formule du n° 29 

2(?7iu;2 - m^i) = ni, 

peut s'écrire 

2m2i]2 • va\uj\ + 1va\r\\ . 1112002 — rn\m2^i- 

L'expression de a(u + 2u>) peut alors être mise sous la forme 

a(u + 2ui) = (_l) m l+ m 2 e -mim 2 iri e (2m 1 ?7 1 +2m2ï72)(«+™H^l+™-2^2) au 

OU 

a(u + 2uj) = (_l) m l+ m 2+™-l"i2 e (2m 1 77 1 +2m 2 ï72)(«+^) aM _ 

Telle est la formule que nous voulions établir. 

Si l'on prend la dérivée logarithmique de ses deux membres, on trouve 

C(w + 2uj) = (u + 2m\t]\ + 2m2T]2- 

Cette nouvelle formule nous apprend ce que devient Çu quand on 
ajoute à l'argument u une période quelconque. Il serait facile d'y arriver 
directement, en partant des expressions de Ç(w + 2u>i), C,{u + 2uo2) données 
au n° 27 (2 e partie, ch. III). 
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